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Dayse Haime Pastore2 , José Carlos Rubianes Silva2 ,

Anna Regina Corbo Costa2 , Raquel Medeiros Andrade Figueira3 ,
Humberto Freitas de Medeiros Fortunato3

(1) Universidade Federal Rural do Rio de Janeiro, Programa de Pós graduação em Modelagem Ma-
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Resumo: A presença do invasor biológico conhecido como mexilhão dourado se apresenta como uma
importante ameaça ao funcionamento de hidroelétricas por se acumular nas estruturas comprometendo
seu funcionamento. Neste estudo, propomos um modelo matemático para a dinâmica de crescimento
da espécie no reservatório de Jupiá-SP. Os resultados evidenciaram o processo de infestação a partir da
saı́da do rio Tietê e avançando gradativamente pela região, atingindo áreas que merecem atenção. O
estudo, portanto, tem potencial para colaborar com o planejamento de ações de controle da infestação
na região.
Palavras-chave: Dinâmica Populacional, Invasão Biológica, Equações Diferenciais.

Mathematical modeling for the infestation of golden mussels in Jupiá-SP hydroelectric reservoir
Abstract: The presence of the biological invader known as the golden mussel presents itself as an
important threat to the functioning of hydroelectric plants, as it accumulates in the structures, compro-
mising their functioning. In this study, we propose a mathematical model for the growth dynamics of
the species in the Jupiá-SP reservoir. The results showed the infestation process from the outlet of the
Tietê river and gradually advancing through the region, reaching areas that deserve attention. Therefore,
the study has the potential to collaborate with the planning of infestation control actions in the region.
Key words: Population Dynamics, Biological Invasion, Differential Equations.
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Modelagem matemática para a infestação de mexilhões dourados

Introdução
As invasões biológicas representam grande ameaça à integridade do equilı́brio aquático

de um ecossistema. Pontos como condições do ambiente, disponibilidade de alimento,
número de indivı́duos introduzidos e ausência de predadores são fatores importantes no
processo de bioinvasão (Souza et al., 2009). Frente a um cenário favorável ao processo
de bioinvasão, destaca-se o molusco exótico Limnoperna fortunei (Dunker, 1857), conhe-
cido como mexilhão dourado. O molusco é bivalve (concha composta por duas valvas) e
de água doce. Sabe-se que tem origem no sudeste asiático, possui notável preferência por
ambientes antrópicos (i.e., alterados pelo homem) e tem rápida proliferação (Boltovskoy
et al., 2006; Cataldo & Boltovskoy, 2000). Essa espécie tem alto potencial invasor, se
alimenta por regime de filtragem de algas e detritos orgânicos (Sylvester et al., 2005) e se
mostra versátil a muitos ambientes. Considerando sua rápida proliferação, torna-se uma
ameaça global que demanda receio, tendo em vista que o transporte aquático favorece a
invasão a partir da bioincrustação e utilização de água de lastro (Ricciardi, 1998). Espe-
cificamente, na América do Sul o molusco tem seu primeiro registro ao fim da década de
oitenta no estuário do Rio de la Plata (Argentina) e expandiu sua presença consistente-
mente contra a corrente dos rios Paraná e Uruguai, tendo sua presença registrada em fase
adulta no estado de São Paulo em 2002 (Boltovskoy et al., 2006).

Assim como seus impactos ambientais promovidos pela infestação, os danos ao fun-
cionamento de usinas hidroelétricas (UHE’s) também requerem atenção. A correnteza da
água facilita o acesso interno das larvas do mexilhão às plantas hidroelétricas e, em um
ambiente de fornecimento contı́nuo de alimento e oxigênio, o mexilhão dourado atinge a
fase adulta se aderindo às tubulações (Ricciardi, 1998). À medida que a densidade popu-
lacional do mexilhão adulto aumenta, o fluxo de água diminui e limpezas passam a ser
requeridas para manutenção do funcionamento da UHE, resultando em mais gastos e em
menor eficiência para a usina. Existem diversas pesquisas que modelam a dinâmica popu-
lacional de espécie de mexilhão. Alguns estudos evidenciam a relação entre as populações
de algas e mexilhões (van de Koppel et al., 2015), bem como modificações deste modelo
têm sido feitas estudadas, como em (Zhou et al., 2021). O presente trabalho propõe um
modelo matemático de equações diferencias parciais (EDP’s) que simule a dinâmica da
densidade populacional do mexilhão dourado, ao longo do tempo, na UHE de Jupiá, lo-
calizada no rio Paraná, na divisa dos Estados de São Paulo e Mato Grosso do Sul.

Metodologia

Área de Estudo
Concluı́da em 1974, a Usina hidroelétrica Engenheiro Souza Dias (UHE Jupiá) se si-

tua no rio Paraná, entre as cidades de Andradina e Castilho (São Paulo) e Três Lagoas
(Mato Grosso do Sul). A UHE possui alta capacidade de geração de potência (1.551,2
MW) e compõe o sexto maior complexo hidrelétrico do mundo (da Mata, 2011). Diante
de sua representatividade no cenário de geração energética, e considerando que altas den-
sidades do molusco causam perda de carga (Simeão et al., 2011), paradas de manutenção
são realizadas de modo mais frequente, o que representa significativas perdas econômicas
e riscos para geração energética nacional. Essa informação foi fornecida por companhias
que financiam o projeto Mexilhão Dourado (CTG Brasil, SPIC Brasil e Tijoá Energia).
Como pode ser observado na Figura 1, o rio Tietê e o rio Sucuriú compõem o rio Paraná
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Figura 1: Visão geral da UHE Engenheiro Souza Dias (Jupiá). Fonte: Google Earth©.

alimentando a UHE Jupiá, que já registra a infestação do mexilhão dourado. Como se trata
de uma região com alto transporte fluvial, a disseminação do invasor, seja em fase adulta
ou larval, foi favorecida, de modo que ele pode ser encontrado em diferentes densidades
ao longo de toda a região. Desse modo, um modelo matemático de crescimento popula-
cional do mexilhão dourado, levando em conta as particularidades da região (distribuição
espacial) é ferramenta interessante no desenvolvimento de futuras estratégias de combate
a infestação.

O mexilhão dourado consegue atingir nı́veis populacionais significativos dentro de um
reservatório, tendo em vista que o substrato rı́gido e o fluxo contı́nuo de alimento corro-
boram para a colonização (Boltovskoy et al., 2006; Ricciardi, 1998; Silva et al., 2016).
Frente a este cenário, a quantificação populacional da espécie na região se mostra perti-
nente para estudo, de modo que o conhecimento sobre áreas de preferência, densidade de
indivı́duos e capacidade suporte são pontos fortes para acompanhamento da dinâmica e
desenvolvimento de estratégias de controle, como, por exemplo, a limpeza das grades de
proteção das tubulações da UHE. Como os atuais métodos de quantificação populacional
podem se mostrar exaustivos e trabalhosos (Pie et al., 2017), e levando-se em conta a di-
ficuldade para com as dimensões de regiões de estudo, o desenvolvimento de um modelo
matemático para o crescimento das populações, devidamente calibrado, pode fornecer im-
portantes informações. Dessa forma, o presente trabalho propõe um modelo matemático
baseado em um sistema de EDP’s descrito à seguir.

Modelagem Matemática
O modelo de crescimento que será proposto admite como entrada o campo de velo-

cidade da região de estudo. Esse campo de velocidade foi modelado considerando um
escoamento laminar de fluı́do incompressı́vel na região Ω, descrito pelas equações de
Navier-Stokes e a equação da continuidade (Fox et al., 2000) e resolvido pelo método
dos elementos finitos (MEF) (Johnson, 1987). Dessa forma, o presente trabalho admite a
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discretização do domı́nio em uma malha de elementos triangulares lineares, gerada a par-
tir de coordenadas georreferenciadas pelo software Gmsh©. Como pode ser observado na
Figura 2, o domı́nio Ω admite entrada de fluxo constante, através dos rios Sucuriú, Paraná
e Tietê, com velocidades médias de 0,05m/s, 0,15m/s e 0,4m/s – estimadas através
de (IMASUL, 2015; Itaipu, 2010; Tercini & Méllo, 2016) –, respectivamente, e saı́da de
fluxo na UHE. A Figura 2 também apresenta o campo de velocidades considerado.

(a) Pontos nodais, entradas e saı́da de fluxo em
Ω

(b) Campo de velocidades

Figura 2: Condições iniciais para Jupiá.

O modelo matemático de crescimento populacional proposto (Silva et al., 2022) é
constituı́do por três equações diferenciais que correspondem à variação temporal do nı́vel
populacional de larvas do mexilhão representado por L, do nı́vel populacional de me-
xilhões adultos representado por M e do nı́vel populacional de algas representado por A.
O modelo pode ser compreendido como,

∂L
∂t

= r1M
(

1− L
KL

)
−b1L+DL∇

2L−V ·∇L−λL , (1)

∂M
∂t

= λ

(
A2

c2
1 +A2

)
L
(

1− M
KM

)
−b2M+DM∇

2M , (2)

∂A
∂t

= r2A
(

1− A
KA

)
−b3

(
A2

c2
2 +A2

)
M+DA∇

2A−V ·∇A . (3)

Na primeira equação do modelo proposto, é possı́vel destacar que r1 representa a taxa
intrı́nseca de crescimento do nı́vel populacional de larvas; KL, que diz respeito a capa-
cidade suporte das larvas; b1 representa a taxa de perda populacional devido à predação
das larvas; DL é o coeficiente de difusão de larvas; V o campo de velocidade super-
ficial; λ diz respeito à taxa de maturação das larvas. Ainda, a primeira parcela compre-
ende o crescimento populacional relacionado à população de mexilhões adultos, tendo em
vista que produzem as larvas e este crescimento é arrefecido pela razão adimensional da
população larval (L) e sua capacidade suporte (KL), que evidencia o crescimento logı́stico
(Edelstein-Keshet, 2005). As parcelas de perda populacional relacionadas à predação de
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larvas e sua respectiva maturação foram modeladas em função do produto destas taxas
pelo nı́vel populacional. Por fim, a primeira equação do modelo proposto considera a di-
fusão de larvas ao longo do domı́nio estudado, modelado pela parcela DL∇2L e um termo
advectivo relacionado à suspensão das larvas na coluna de água (Cataldo et al., 2005),
modelado por V ·∇L.

Na segunda equação do modelo, deve-se destacar que KM representa a capacidade
suporte populacional para o mexilhão adulto; b2 a taxa de perda populacional devido à
predação por peixes do ambiente; DM representa o coeficiente de difusão do mexilhão
adulto; c1 e c2 correspondem às constantes de saturação média. Foi escolhido asso-
ciar o crescimento da população de mexilhões diretamente com as larvas maturadas e
uma proporção variável relacionada à predação das algas. A equação também eviden-
cia um termo logı́stico explı́cito para os mexilhões (Zhou et al., 2021). A escolha da
parcela quadrática para representar a dinâmica de interação mexilhão-alga ocorreu ao se
compreender que, diferente do termo linear e da cinética de Michaelis-Mentem, o termo
quadrático representa melhor o cenário real. Isto é, em condições escassas de população
de algas, os mexilhões têm crescimento muito limitado, no entanto, acompanham quase li-
nearmente o crescimento da população de algas depois de certo estágio e, por fim, mesmo
com recursos abundantes (algas) encontram um platô para o crescimento populacional dos
mexilhões. Ademais, também foi escolhido considerar uma pequena difusão da população
dos mexilhões, que está relacionada à fase recruta (inı́cio da fase adulta) enquanto busca
por substrato para aderência.

Por fim, na terceira equação do modelo proposto é possı́vel destacar que r2 representa
a taxa intrı́nseca de crescimento do nı́vel populacional das algas; KA a capacidade suporte
das algas; b3 a taxa de perda por conta da predação pelo mexilhão adulto; DA o coeficiente
de difusão das algas. Seu crescimento é interpretado diretamente sobre seu nı́vel popu-
lacional e arrefecido pela sua capacidade suporte, que evidencia, também, uma relação
logı́stica. Sua perda populacional devido à predação foi modelada levando em conta o
nı́vel populacional dos mexilhões adultos, sua taxa associada e a proporção quadrática da
dinâmica de interação da predação. A difusão das algas também foi considerada através
da parcela DA∇2A e um termo advectivo relacionado à suspensão das algas (microalgas),
modelado por V ·∇A.

O modelo proposto foi resolvido em cada ponto nodal a partir de um código desenvol-
vido em MAT LAB©. No código, foi utilizado o MEF (Johnson, 1987) para a discretização
espacial e o método de Crank-Nicolson (Crank & Nicolson, 1947) para a discretização
temporal. A Tabela 1 apresenta os parâmetros utilizados durante a simulação. É ne-
cessário destacar que alguns destes tiveram de ser adotados de acordo com interpretações
de campo.

Resultados e Discussão
Visando simular uma condição de inı́cio de infestação na região de estudo, foram ado-

tadas as seguintes hipóteses: as larvas chegam ao reservatório, majoritariamente, pelo
fluxo do rio Tietê. O inı́cio da infestação também se deve ao transporte fluvial no rio Pa-
raná. Devido a localização de uma fazenda de piscicultura, foi considerada a presença de
mexilhões adultos em especı́ficos pontos que correspondem aos tanques-rede próximos
à entrada do rio Paraná. Assim, considerou-se a população inicial de mexilhões adul-
tos M(0) = 350g/m2 próxima aos tanques-rede de piscicultura. Foi considerada uma
população inicial de larvas ao longo do rio Tietê L(0) = 0,02g/l e de algas, distribuı́das
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Tabela 1: Valores dos Parâmetros.
Parâmetro Valor Unidade Referência

DA 1,2 m2dia−1 (Cangelosi et al., 2015)
DL 0,012 m2dia−1 (van de Koppel et al., 2015)
DM 0,0012 m2dia−1 (Montresor, 2014)
b1 0,015 dia−1 (Montresor, 2014)
b2 0,01 dia−1 Adotado
b3 0,0002 m−1dia−1 (Montresor, 2014)
λ 0,03 dia−1 Adotado
r1 0,07 m−1dia−1 Adotado
r2 0,12 m−1dia−1 Adotado
KL 20 gl−1 Adotado
KM 1732 gm−2 Medição de Campo
KA 0,01 gl−1 Adotado
c1 0,001 gl−1 Adotado
c2 0,001 gl−1 Adotado

uniformemente ao longo do domı́nio, A(0) = 0,001g/l. As Figuras 3 e 4 mostram os re-
sultados das simulações com 180 dias e 360 dias, respectivamente, onde é possı́vel notar
a evolução temporal das populações de mexilhões (kgm−2), larvas (g/L) e algas (g/L),
conforme a legenda das figuras.

Figura 3: Resultados da simulação com 180 dias para nı́vel de densidades populacionais
em relação a coordenadas (km).

Conclusões
A partir dos resultados, é possı́vel concluir que existe uma concentração de mexilhões

no rio Tietê e, de acordo com o esperado, o contorno à direita da região de domı́nio
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Figura 4: Resultados da simulação com 360 dias para nı́vel de densidades populacionais
em relação a coordenadas (km).

já insinua colonização nas bordas. Ademais, o resultado do modelo para 360 dias de
simulação, representado pela Figura 4 , registra a marca de 0,8 kgm−2 na barragem de
Jupiá e atingindo 1,2 kgm−2 próximo ao rio Tietê, corroborando com a tendência de cres-
cimento estimada pela situação atual de campo da região de estudo, com espalhamento
pelo contorno direito da região, que, por consequência, também pode ser evidenciada na
significativa mudança dos gráficos de algas, principal fonte de alimento do mexilhão.

De modo similar, mas com distinta magnitude, os tanques-rede favorecem o espalha-
mento de mexilhões adultos no lado esquerdo do contorno até a entrada do rio Sucuriú
que, por conta do fluxo menor, blinda o rio à entrada de larvas, protegendo a região que,
em um ano de simulação, permanece limpa. Observe que o resultado de 180 dias, re-
presentado pela Figura 3, já evidencia essa dinâmica. No entanto, o lado direito registra
maior densidade para 360 dias, conforme Figura 4.

Finalmente, a dinâmica de crescimento com 360 dias de simulação (Figura 4) é suges-
tiva ao atual cenário que a região apresenta, conforme apontam observações de campo e
informações fornecidas pelas empresas que financiam o projeto. Todavia, para simulações
mais prolongadas, há a tendência à homogeneização de mexilhões adultos ao longo do re-
servatório. Desse modo, o trabalho continua em desenvolvimento com intento de melhor
representar o atual cenário de distribuição espacial do mexilhão adulto através de futu-
ros estudos, como aprimoramento dos parâmetros através de mais visitas de campo e um
estudo matemático de ajuste de parâmetros.
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