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Resumo: O processo de estrangulamento de um fluido por uma pequena constrigdo é descrito pelo
coeficiente de Joule-Thomson, que fornece informacées sobre como a temperatura desse fluido varia
com a pressdo se a entalpia e o nimero de particulas (ou, equivalentemente, o nimero de mols) forem
fixos. O principio por trds desse coeficiente é usado, por exemplo, em refrigeradores domésticos,
unidades de ar-condicionado, liquefatores de gases etc. Ndo sé isso, mas ele também ¢ essencial para
projetar e operar valvulas de expansdo que permitem ajustar e manter temperaturas especificas durante
processos quimicos, petroquimicos e de fabricacdo. Neste trabalho, deriva-se, desconsiderando
aproximagdes de baixa densidade, o coeficiente de Joule-Thomson para um gés de van de Waals a partir
de sua equacdo de estado. Apesar de ser um tépico amplamente discutido nos mais populares livros-
texto de Termodindmica do ensino superior, ndo hd uma derivacdo explicita deste coeficiente em
nenhum deles. Portanto, o objetivo principal deste artigo é servir como uma espécie de material
diddtico aos alunos que se interessem pelo tema.

Palavras chave: Estrangulamento, gés real, Termodinamica aplicada, material diddtico.

Derivation of the Joule-Thomson coefficient for a van der Waals gas

Abstract: The process of throttling a fluid through a small constriction is described by the Joule-
Thomson coefficient, which provides information on how the temperature of that fluid varies with
pressure if the enthalpy and the number of particles (or, equivalently, the number of mols) are fixed.
The principle behind this coefficient is used, for example, in domestic refrigerators, air conditioning
units, gas liquefiers, etc. Not only that, but it is also essential for designing and operating expansion
valves that allow for the adjustment and maintenance of specific temperatures during chemical,
petrochemical, and manufacturing processes. In this work, it is derived, disregarding low-density
approximations, the Joule-Thomson coefficient for a van de Waals gas from its equation of state.
Despite being a widely discussed topic in the most popular undergraduate Thermodynamics textbooks,
none of them explicitly derive this coefficient. Therefore, the main objective of this article is to serve as
a kind of teaching material for students interested in the topic.

Key words: Throttling, real gas, applied Thermodynamics, teaching material.

Introducgéo

Os liquefatores de gds mais comuns usados em laboratério sio baseados no
estrangulamento de algum gés através de um tampédo poroso ou constrigdo, como mostra a

Figura 1.
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Figura 1. Representagio esquemdtica de um liquefator de gds que se utiliza do processo de
estrangulamento. Inspirado em Reichl (2016).

O gés ¢é inicialmente resfriado em uma cdmara A antes de se expandir através de um tubo
para uma outra cimara B, onde ele, passando pela pequena constrigdo na extremidade do tubo, é
agora resfriado pelo processo de estrangulamento. O fluido é deixado circular até se expandir
novamente para o compressor. Com esse ciclo se repetindo, o gis serd transformado em liquido
e coletado abaixo da cimara B.

Historicamente, o processo de estrangulamento foi primeiro estudado por James Joule
(1818-1889) e William Thomson (1824-1907), Primeiro Barédo Kelvin, sendo, por isso, batizado em
suas homenagens (Callen 1991).

Considere um tubo isolado preenchido por algum gis que flui da esquerda para a direita
atravessando um tampdo poroso, sendo, portanto, estrangulado durante a passagem entre os
lados oeste e leste da constrigdo, como mostra a Figura 2.

P, T,

FLUXO GASOSO

Figura 2. Longo tubo cortado por um tampao poroso por onde flui um gas da esquerda para a direita. Pelo
efeito Venturi, hd uma reducio na pressdo quando se passa do sistema 1 para o sistema 2.
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De acordo com o efeito Venturi, ao passar pelo tampéo, o fluido em questdo diminui de
pressdo, de modo que P; > P, (Reif 1965; Nussenzveig 2018). O trabalho realizado pelo gds nesse
processo, diferentemente de uma expansio livre, é

AW = PZVZ - P1V1, (1)

em que V; é o volume de uma certa massa de gis associado a pressio P;. Da primeira lei da
termodinamica (Reichl 2016),

AU = AQ — AW, 2

em que AU = U, — U, é a variacio da energia interna U e AQ = 0 ¢ a variagdo de calor Q, obtém-
se:

UZ_U1= O_(P2V2_ P1V1)=_P2V2+ P1V1, (3)
U2+P2V2 = U1+P1V1. (4)

Observando a Eq. (4), percebe-se que ela é a transformada de Legendre da energia interna que
define o potencial termodindmico conhecido como entalpia (Salinas 2005):

H=U+PV (5)

Logo, é imediato concluir que o processo de estrangulamento de um fluido por uma constrigéo
ocorre a entalpia constante:

H1 = HZ ~ AH = 0. (6)
Além disso, ndo hd nenhuma razéo para que o nimero de mols n também néo seja constante

durante o movimento do gis. Trabalhando com a pressdo P e a temperatura T como varidveis
independentes, o coeficiente de Joule-Thomson ¢é definido por (Reichl 2016):

Gp), ==l Gr). -7 )
em que
eo=co+1(5) (57), ®

¢ a capacidade térmica a pressdo constante, com C, sendo a capacidade térmica a volume
constante.

Neste artigo serd demonstrada a férmula do coeficiente de Joule-Thomson para um gés
de van der Waals. Por mais que isso possa, a primeira vista, parecer uma tarefa trivial, a maioria
dos livros-textos mais populares de Termodindmica para graduacdo nio a fazem. Destacam-se:
Reif (1965), Callen (1991), Salinas (2005), Reichl (2016), Nussenzveig (2018) e Schroeder (2020).
Tais obras normalmente trazem somente a expressdo considerando gases de baixas densidades.
Porém, pode haver situagdes onde é desejado (ou necessitado) trabalhar para além desse limite.
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E com base nisso que se sustenta este artigo. Partindo da equacio de estado de um g4s de van de
Waals e considerando principios fisicos e matemadticos bdsicos vistos em disciplinas de
Termodindmica efou Mecénica Estatistica bem ministradas, esse importante resultado sera
derivado sem tomar “atalhos”, da maneira mais rigorosa possivel. Desse modo, objetiva-se que
esse material sirva como uma espécie de guia de estudos para alunos de graduacido que se
interessam pelo tema e que se propdem a ir além do que traz o livro didético.

Inicialmente, como uma rdpida ilustragdo, o coeficiente de Joule-Thomson para um gis
ideal serd identificado. Posteriormente, essa quantidade serd devidamente derivada para um gis
de van der Waals. Nesse processo, também serdo determinados outros pardmetros fisicos
relevantes. Por fim, uma breve discussdo sobre curvas de inversdo (um tépico importante o
suficiente para merecer uma produgéo prépria) serd feita ao concluir-se o trabalho.

Coeficiente de Joule-Thomson para um gés ideal

A equacio de estado de um gés ideal é (Reichl 2016):

nRT
p=— 9
o ©)

em que R é a constante dos gases ideais. A partir disso, uma vez que

3
é a capacidade térmica a volume constante de um gés ideal, a Eq. (8) fornece:
c 3 R+T(a nRT) (6 nRT)
P30 ar v J,\ar P ), (11)
C. = 3 R+T(nR)(nR) _ 3 R+nRTnR
P=n vI)\p) =2 Ty P (12)
_ 3 nRkR _ 3
5
2
Disso, a Eq. (7) estabelece o coeficiente de Joule-Thomson:
(6T) 2 [T( 0 nRT) nRT
aP)y snRl \oT P J» P I (15)
(6T> _ 2 (T nR nRT) _ 2 )
oP/y; 5nR\" P P )’ 5nR>"” (16)
(6T> =0 (17)
oP)y
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Isso significa que a temperatura de um gds ideal, em um processo de estrangulamento,
nio depende explicitamente da pressdo. Logo, se na situag¢do esquematizada pela Figura 2
houver um gis cuja equagio de estado é dada pela Eq. (9), entdo o fluido ndo esquentard nem
esfriard ao passar pelo tampéo.

Coeficiente de Joule-Thomson para um gés de van der Waals

A equacio de estado de um gés de van der Waals é (Reichl 2016):

_ nRT an?

Vb VT (18)

em que a e b sdo constantes. H4 um aparente problema: néo é possivel escrever uma expressiao
onde V é uma funcéo linear de P e T. Essa, talvez, seja a principal razdo dos livros de
Termodindmica citados anteriormente néo realizarem a demonstragdo que serd executada. No
entanto, é possivel, com o uso das transformacdes jacobianas, reescrever a derivada parcial do
volume com relagéo a presséo (Salinas 2005):

(av) _9(V,P) _a(V,P)a(V,T)
P

aT)» ~ 9(T,P)  a(V,T)d(T,P) (19)

(Z_;)P - (g_;)v % - (Z_I;>V (Z_DT’ (20)
-1

), =~ Gr), (), - @

Em apenas trés linhas, foi obtida uma expressdo para (0V/9T)p que torna possivel determinar
essa derivada sem a necessidade de escrever a equacdo de estado como uma funcéo linear da
pressdo e temperatura.

E conveniente comecar determinando o numerador da Eq. (21). Derivando a Eq. (18) com
relacdo a temperatura mantendo o volume constante, obtém-se:

(6P> [0 ( nRT an?
ar/), |dT\V —nb V2

; (22)
(ap) _nR 23)
aT)y  V —nb
Derivando a Eq. (18) agora com relacéo ao volume mantendo a temperatura constante,
<0P> [0 ( nRT  an?

ov)y |oV\V —nb V2 . (24)

(6P> B nRT N 2an®
vy (V-nb)2 V3’ (25)

(26)

<6P) _ (nRT)V? — 2an*(V — nb)?
ov)y V3(V —nb)?

Assim,
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(ap)‘l _ V3(V —nb)? 27)
avV)y  (mRT)V3 = 2an2(V —nb)?
Ao substituir as Eqgs. (23, 27) na Eq. (21), chega-se a:
(6V) _nmR V3(V —nb)?
T/)p  V —nb (nRT)V3 — 2an?(V — nb)?’ (28)
(c')V) B nRV3(V — nb)
aT/)p ~ n[RTV3 — 2an(V — nb)?]’ (29)
(av) _ RV3(V —nb) _ RV® V—nb
dT/)p  RTV3 —2an(V —nb)2 ~ RTV31 — (2an/RTV3)(V — nb)? (30)

<6V> B V—nb 2an 1

-1
J— = — - _ 2
or), =1 ! rRrve Y o) ] ’ (31)

-1

(OV) _V-—nb '1 2an (V — nb)z'
aT/p~ T | RTV\ V ’ (32)
) -1
ov V—nb 2an nby?
(—) = 1——(1——) : (33)
aT/» T | RTV Vv
Na representacdo da energia livre de Helmholtz, uma das relagées de Mawxell estabelece
(Salinas 2005):
oS opP
) =(— 34
Gv), = ), @
em que S € a entropia. Derivando essa expressdo com relacdo a T mantendo V constante,
()], = [ ),
oT\ov/.l, —loT\oT/y1, (35)
[ 0 (65) ] B <62P) (36)
o \av/.), ~\ar2)
Ora, da Eq. (23):
9°P\ 0
oT?2 - (37)
%4
Logo,
()], ¢ *
aT\av/rl, (38)
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Levando em consideracdo que a entropia é uma funcio de estado, ela obedece a condicdo de
integrabilidade (Reichl 2016):

[aa_T (Z_i)T]V - [% (Z_;MT =0. (39)

A capacidade térmica a volume constante é definida como (Salinas 2005):

C, =T <as) (40)

v—2\ar/,
Isso torna possivel concluir que

1 (GCV) —0

T\oV/)p (41)
ac,
—] =0. 42
&), @

Esse resultado informa que a capacidade térmica a volume constante de um gis de van der
Waals ndo varia com V, como era de se esperar — essa conclusio era esperada para qualquer tipo
de gas. Assim, pode-se escrever C, = Cy(T,n). Se graus de liberdade internos forem
negligenciados, é consistente escolher Cy, igual a de um gas ideal, Eq. (10) (Reif 1965). Com isso,
ao substituir as Egs. (23, 33) na Eq. (8), é possivel obter a capacidade térmica a pressdo constante
para um gas de van der Waals:

o3 e g R Vomb[ 2an< nb)2 B @)

p=on V_nb T RTV v ’

3 2an nb 217t
_2 _can/ _no 44
Cp 2nR+an1 RTV(l V)l ) (44)
. = 3 R 3 R2an " nb\2 ell1 2an<1 nb)2 i

P RTV( _7) S | el Sl B (45)

5 3an? nb\? 2an nb\? -
22 (2 _an/ M 46
Ce IZ"R v (1 V)Hl RTV(l V)l ' (46)

Note que a Eq. (46) recai na Eq. (14) no limite a, b — 0.

Apés todo esse desenvolvimento, o coeficiente de Joule-Thomson para um gds de van der
Waals pode ser inteiramente determinado. Fazendo as devidas substitui¢des e manipulando com
cautela, chega-se a seguinte expressio pouco (ou nada) vista nos jd citados livros-texto de
Termodindmica:
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(aT) _[4 Zom(1 nb)2 5 r
op), _|" RTV v) 12"

3an? (1 nb)2 - TV—nb L
STV v T (47)

—nb) |1 ——=

RTV
(GT) _|; 2an (1 nb)2 5 R 3an? (1 nb)2 ! v 5
op)y, _|" RTV v) [I2™ T Ty % n

" 2an (1 nb)2 1 2an (1 nb)2 !
RTV |74 RTV |74 ’
<6T) 5 ° 3an? (1 nb)2 - 5 +2an (1 nb)2
op), 2™ T v v T RT v) | (50)

e O R [ S

Para gases de baixa densidade, TV >> an e V > nb, tem-se (Reichl 2016):

CAREES)

2an ( nb)2 - ~ V}, (48)

(49)

Consideracdes finais

Tendo em mente que a pressdo e a temperatura foram as varidveis independentes ao
longo deste trabalho, pode-se escrever:

dT = (Z—DH dp. )

Ja que dP < 0, como foi visto na Introdugéo, a variacdo na temperatura depende exclusivamente
do coeficiente de Joule-Thomson: se (0T /dP)y > 0, entdo dT < 0 e o gés resfria ao passar pelo
tampao poroso; se (0T /dP)y <0, entdo dT > 0 e o fluido esquenta ao atravessar a constricao.
Pode-se ainda ter (0T /0P)y = 0 (como no caso de um gis ideal) e, consequentemente, pela Eq.
(53), dT = 0. O local de todos os pontos para os quais o coeficiente de Joule-Thomson é nulo em
um plano P — T define a chamada curva de inversdo, uma curva que separa as regides onde o
gds esfria das regides onde o gis esquenta (Reif 1965; Reichl 2016). Conhecer a curva de
inversdo de um fluido e o seu comportamento é de fundamental importdncia para que
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engenheiros projetem, por exemplo, liquefatores de gases como aquele representado na Figura
1. Fica nitido, portanto, a relevancia do coeficiente de Joule-Thomson em aplicacdes para além
da fisica pura.

A diferenca nos coeficientes de Joule-Thomson de diferentes gases pode ser explorada
para separa-los. Por exemplo, nas plantas de gds natural, o gs é frequentemente resfriado para
condensar componentes mais pesados, separando-os do gis natural mais leve. Em aplicacdes
criogénicas, (dT/0P)y € crucial para o projeto de ciclos de refrigeracdo envolvendo gases e
liquidos em temperaturas extremamente baixas. Isso é essencial em dreas como medicina
(armazenamento de materiais biolégicos) e fisica experimental (resfriamento de detectores e
imas supercondutores). Embora para esses profissionais ndo seja necessdrio saber como o
coeficiente de Joule-Thomson foi determinado, para os fisicos em formacao, publico alvo deste
trabalho, isso é essencial devido a intimeros aspectos. Destaca-se a necessidade do
amadurecimento na prética de demonstracdes de resultados, principalmente para alunos de
graduacio. Além disso, também é possivel mencionar a andlise de outros efeitos fisicos que s6 se
tornam perceptiveis quando tal desenvolvimento é feito. Dessa forma, em certa medida este
artigo se torna um material didatico impar para estudantes de Fisica.
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