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Resumo: Este texto € parte de uma série voltada a estudantes de fisica no inicio de sua graduagao.
Na Parte II - que pode ser estudada em paralelo a Parte I, pois independe dela - continuaremos
nosso estudo de calculo com fungdes reais de uma variavel real, a partir do ponto em que paramos
no texto “Um curso rdpido de calculo diferencial e integral para pré-universitirios e calouros”,
publicado nesta mesma revista, e, ao final, introduziremos séries infinitas. Ha vérias atividades
para os(as) estudantes, com respostas em um apéndice. Dividiremos a Parte II em trés: II-A, II-B
e II-C. Este texto € a primeira delas.

Palavras-chave: cilculo com fungdes reais de uma variavel real, aplica¢des do calculo a fisica.

A basic course in mathematics for undergraduate students of physics - Part I1-A

Abstract: This text is part of a series aimed at physics freshman and sophomore. In Part II -
which can be studied in parallel with Part I, as it is independent of it - we will continue our study
of calculus in one real variable, starting from the point where we left off in the text “A short
course in differential and integral calculus for pre-university students and freshmen”, published in
this same journal, and, after that, we will introduce infinite series. There are several tasks for the
students, with answers in an appendix. We will divide Part II into three: II-A, II-B, and II-C. This
text is the first of them.
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Um curso basico de matematica para estudantes de graduacao em fisica - Parte II-A

1 Introducao

Este texto € o terceiro relativo ao projeto Matemdtica para Fisica. No primeiro texto -
intitulado “Um curso rapido de cédlculo diferencial e integral para pré-universitdrios e calouros”
(Silva & Peixoto 2020) - buscamos apresentar aos estudantes conceitos basicos relacionados a
limites, derivadas e integrais (envolvendo funcdes reais simples de uma variavel real), além de
algumas técnicas e aplicacoes variadas. O objetivo ndo era apenas que os estudantes conhecessem
um pouco do que € o cdlculo, mas que aprendessem a usd-lo, e com seguranca. No segundo texto
- “Um curso bdasico de matematica para estudantes de graduagdo em fisica - Parte I’ (Peixoto
et al. 2023) - introduzimos funcoes de duas ou mais varidveis reais e trabalnamos derivadas
parciais (e tépicos relacionados, como diferencial total), integrais miltiplas e, em seguida,
vetores. Neste terceiro texto - que pode ser estudado em paralelo ao segundo, pois independe
dele! - continuaremos nosso estudo de célculo com fungdes reais de uma variavel real, a partir
do ponto em que paramos no primeiro texto.

Retomaremos nosso estudo de cdlculo com fung¢des reais de uma varidvel real na secao
2, iniciando com o importante tépico aproximagdo linear local, na subsecdo 2.1,> e logo em
seguida, na subsecdo 2.2, introduziremos novas fun¢des elementares em nosso estudo de célculo
- todas fundamentais para a fisica: fungdes trigonométricas e suas inversas, fun¢des logaritmicas,
fun¢des exponenciais, e também funcdes hiperbdlicas e suas inversas. Exploraremos, neste
texto, aplicacdes variadas dessas funcdes - isoladamente ou de forma combinada.®> Voltaremos
ao topico aproximacdo linear local na subsecdo 2.3, fazendo uso de func¢des elementares que
terdo sido estudadas na subsec¢ao anterior, e teremos uma breve introducado a aproximacoes de
ordem superior. Por exemplo, veremos que h4, partindo de x = 0, uma aproximacao linear local
para a fungdo senx - a saber, senx & x, se |x| < 1 -, mas ndo para a fungéo cosx; para esta,
temos, partindo de x = 0, a seguinte aproximagio quadritica: cosx~ 1 —x?/2, se [x| < 1. E
veremos que podemos melhorar a aproximacao para senx, partindo de x = 0, introduzindo um
termo ctibico em x: senx ~ x — x> /6, se |x| < 1. E ndio pararemos por ai: aprenderemos a obter
aproximacoes cada vez melhores para fun¢des bem comportadas, usando polindmios de graus
cada vez mais altos. A subsecdo 2.4 traz os topicos diferenciagdo implicita e taxas relacionadas,
que podem ser pensados como aplicacOes da regra da cadeia. Na subsegdo 2.5 estdo reunidas,
para consulta, férmulas e regras para o célculo de derivadas presentes no primeiro texto e neste
terceiro texto do projeto. E na subsecdo 2.6 estdo reunidas, também para consulta, resultados
basicos relativos ao célculo de integrais. Na subsecdo 2.7 vocé realizard atividades adicionais,
algumas delas envolvendo combinagdes e/ou composi¢des de fungdes elementares. Nao consta,
aqui, uma secao ou subsecao intitulada “equacdes diferenciais”, mas esse tema - de importancia
fundamental para a fisica - € tratado ao longo do texto, e na subsecdo 2.8 citaremos 0 que teremos
visto a respeito. Apenas na Parte V desta série estudaremos equagdes diferenciais de modo mais
formal.

Os principais resultados, em cada sec¢ao, foram postos em caixas, facilitando sua consulta.

I'Se vocé ja estudou o primeiro texto deste projeto (Silva & Peixoto 2020) e nio tem tempo para estudar o
segundo e o terceiro textos em paralelo, antes de seus estudos de mecanica newtoniana em nivel universitario, dé
preferéncia ao segundo texto.

ZEste topico estd coberto na subsecio 2.4 da Parte I desta série (o segundo texto do projeto), e aparece repetido
aqui caso seja feita a opcao de estudar a Parte I paralelamente a Parte I, ou mesmo antes dela - o que é perfeitamente
vidvel. Ndo repetimos aqui, contudo, o contetido daquela subsec¢ao; trata-se apenas de uma chamada para o estudo
da subsecdo 2.4, na Parte L.

3As fungdes hiperbdlicas, e, especialmente, suas inversas, ndo sdo comumente encontradas em textos intro-
dutérios de fisica, em nivel universitdrio, mas estdao presentes em textos mais avangados. Veremos alguns exemplos.
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Ao final deste material didatico hd um apéndice com respostas para as atividades - que,
lembre-se, devem ser encaradas como parte integrante do texto; assim, procure realiza-las. Ha
outro apéndice apresentando o sumadrio, para facilitar sua navegacgao.

Julgamos que € interessante vocé ter uma visao geral do que sera coberto na Parte II desta
série, como um todo. Este texto constitui a Parte II-A. Na Parte II-B, concluiremos nosso estudo
de célculo com fungdes reais de uma varidvel real (a menos de séries). De inicio, exploraremos
varios tépicos relativos ao estudo de funcgdes e suas aplicagdes. Veremos, por exemplo, como
esticar, encolher, transladar e refletir graficos de funcdes, e discutiremos escalas monolog e
log-log, bastante usadas na fisica. Em seguida, apresentaremos as principais regras para o
célculo de diferenciais. Tais regras nao sao de fundamental importancia, porque podem ser
obtidas, sem muito esforco, das regras correspondentes para o cdlculo de derivadas; mas, acredite,
elas sdo muito tteis, na pratica. Vejamos um exemplo. Vocé deve lembrar, de seu estudo de
fisica e/ou quimica no ensino médio, da lei dos gases ideais: PV =nRT,em que P,V e T sio,
respectivamente, a pressao, o volume e a temperatura absoluta do gas, n € o numero de mols
de moléculas (ou atomos, no caso de um gas ideal monoatdémico) e R € a chamada constante
universal dos gases. Se nao hé troca de atomos ou moléculas entre o recipiente em que se
encontra o gas e o meio externo, n é constante. Considerando P, V e T fun¢des do tempo (mesmo
que uma delas seja uma funcdo constante), e fazendo uso da regra do produto para o célculo de
derivadas, obtemos:

d PV — d RT dPV PdV B RdT
dt( )_dt(n ) = a e T
Dai, multiplicando ambos os membros desta tltima igualdade por dz, obtemos uma relagio entre
as variagdes infinitesimais de P, V e T, no intervalo de tempo d¢:

PdV +VdP = nRdT.

Mas ndo teria sido bem mais prético obter esta relacdo diretamente da lei dos gases ideais?
Claro que sim. Um estudante, ou uma estudante, de termodinamica deve estar apto a escrever,
diretamente:

PV =nRT — PdV +VdP = nRdT.

Ou seja, ele, ou ela, deve conseguir usar com facilidade a regra do produto para o célculo de
diferenciais:
d(uv) = udv+ vdu.

As regras para o cdlculo de diferenciais também sdo muito tteis durante o calculo de certas
integrais - mais um motivo para vocé estuda-las bem. Na sequéncia, estudaremos técnicas de
integracao: veremos as trés técnicas gerais de integracao - manipulagdo do integrando, integracdo
por substituicdo e integracdo por partes -, além de técnicas mais especificas, considerando
integrais de ocorréncia frequente na fisica. Ao final da Parte II-B, retornaremos ao célculo de
limites (que foi nosso ponto de partida, no primeiro texto, lembra?), e veremos as importantes
e uteis regras de I’Hospital. Veremos também como limites sdao definidos formalmente pelos
matematicos.

Na Parte II-C, estudaremos séries infinitas - um topico de fundamental importancia em toda
a fisica. E o que € uma série infinita? E a soma indicada dos termos de uma sequéncia infinita.
Veremos, por exemplo, que
1

1-l—x—l—xz-l-x3—I—x4-|—---:1 o S€ x| < 1. (1)
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Temos, no membro esquerdo desta igualdade, uma série infinita, e que converge para 1 /(1 —x)
se |x| < 1; caso contrdrio (ou seja, se |x| > 1), dizemos que a série diverge, e a igualdade acima
ndo mais se aplica. Vejamos um exemplo numérico. Com x = 1/2 obtemos

! 1 1 1 1 )
+§+Z+§+1—6+--' =2,
e isto significa que podemos fazer a soma dos termos no membro esquerdo em (1) tdo proxima
de 2 quanto desejarmos, bastando incluirmos um nimero suficiente de termos. No limite em que
o nimero de termos tende a infinito, a soma tende a 2 (e este € o sentido da igualdade acima).
Mas com x = 2, por exemplo, temos, no membro esquerdo da igualdade (1),

142+4+8+16+---,

e, obviamente, a soma vai crescendo sem restri¢do, quando vamos incluindo mais e mais termos.
Dizemos entdo que esta série diverge. E observe que com x = 2 0 membro direito da igualdade
(1) fica 1/(1 —2) = —1, o que ndo faz o menor sentido, ja que, com x = 2, no membro esquerdo
de (1) s6 ha termos positivos. Tudo o que veremos na Parte II-C sobre séries infinitas é de
fundamental importancia para a fisica. E saiba que hd uma relacdo muito estreita entre séries
infinitas e aproximagdes de ordem superior (um dos temas da subsecao 2.3).

Para ter uma ideia do que serd coberto nas demais partes desta sé€rie, leia a secao “Conclusao
e Perspectivas” da Parte 1.

O contetido coberto no primeiro texto deste projeto - “Um curso rdpido de cdlculo diferencial
e integral para pré-universitarios e calouros” (Silva & Peixoto 2020) - e nas Partes II-A e II-B
desta série corresponde, basicamente, ao conteido de uma disciplina de Célculo 1. Nosso
material, contudo, difere de textos tradicionais de cdlculo quanto a sequéncia de apresentacao dos
assuntos e quanto as énfases - em especial nas atividades propostas ao longo do texto -, porque €
voltado especificamente para estudantes de graduacao em fisica (bacharelado ou licenciatura).
Nosso desejo é que o material que estamos desenvolvendo possa de alguma forma contribuir
para a formacao desses estudantes. E ele ndo compete com textos tradicionais de matemadtica. A
proposito, defendemos que € importante que os estudantes de fisica conhecam bem ao menos
alguns dos textos tradicionais de calculo. Incluimos uma duzia deles nas Referéncias. O mais
vendido no Brasil, no momento da publicacdo deste nosso texto, é o Stewart (Stewart et al.
2021); trata-se de um livro realmente muito bom, mas ndo é o unico. Outro 6timo livro de
célculo é o Guidorizzi (Guidorizzi 2018) - talvez aquele com o maior rigor matematico, dos
que selecionamos, mas, também por isso, ligeiramente mais dificil. Digamos que o Guidorizzi
¢ particularmente recomendado para estudantes que t€m uma excelente base matematica, ao
nivel do ensino médio, e especial apreco pelo rigor matematico - conforme € de se esperar, por
exemplo, de estudantes de bacharelado em matematica.

Antes de encerrarmos esta introdugao, queremos lhe pedir ajuda para divulgar este material,
que € totalmente gratuito, e também o site www.paulopeixoto.net; nele vocé€ encontrara links
para todos os artigos deste projeto, além de videos e outros materiais complementares. Desde j4,
agradecemos muito por sua ajuda.
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2 Calculo com funcoées reais de uma variavel real: continu-
ando de onde paramos

2.1 Aproximacao linear local

Se voce optou por estudar esta Parte II da série paralelamente a Parte I, ou mesmo antes
dela (o que € totalmente viavel), v a Parte I e estude a subsecdo 2.4 (que ndo tem as subsecoes
2.1,2.2 e 2.3 como pré-requisitos). Em seguida, volte aqui e comece a estudar a subsecao 2.2.

2.2 Introduzindo novas funcoes elementares em nosso estudo de calculo
2.2.1 Classificacao geral das fungoes reais de uma variavel real

Vamos iniciar com uma breve classificacdo geral das fun¢des reais de uma varidvel real.
Nao esgotaremos este topico: nossa exposicdo nem serd completa, nem a mais rigorosa possivel;
queremos apenas lhe dar uma ideia geral dos tipos de fun¢des com que usualmente trabalhamos
em uma primeira disciplina de calculo. Tal classificacdo ird ajuda-lo ou ajudéd-la a se situar ndao
sO neste texto, mas em outros textos de cdlculo diferencial e integral com fungdes reais de uma
varidvel real.

Funcoes polinomiais (e casos particulares importantes)
Sejam ag, a1, az, a3, ..., a, nimeros reais, com a, # 0. Dizemos que
P, (x) = ap+a1x+axx* + a3 + - -+ apx” (ay, #0) (2)

é uma fungdo polinomial de grau n (ou do enésimo grau).* Seu dominio é o conjunto R dos
numeros reais.

Para evitar confusio: ao escrevermos, por exemplo, P3(x) = ap+ajx+ arx* + azx3, com
az # 0, podemos ter em mente uma fungao polinomial de grau 3 especifica ou a familia de todas
as funcgdes polinomiais de grau 3. No primeiro caso, ag, ai, a; e az (com a3 # 0) representam
valores especificos; no segundo, podem assumir qualquer valor real (exceto a3, que nao pode ser
nulo - ou o polindmio ndo teria grau 3). E bom ter essas duas possibilidades em mente.

H4 duas familias de fungdes polinomiais que vocé certamente conhece bem: as funcdes
polinomiais do primeiro grau e as funcdes polinomiais do segundo grau.

As funcdes polinomiais do primeiro grau,

Pi(x)=ao+ax (a1 #0),

sdo mais conhecidas como funcées afim, e sua notagido mais comum é:

f(x)=ax+b (a#0).

Os coeficientes a e b sdo conhecidos, respectivamente, como coeficiente angular e coeficiente
linear. Alguns autores criticam esses nomes, mas a maioria faz uso deles. E n6s, autores deste

4A condicio a, # 0 garante o grau n da funcio polinomial.
SEstamos trocando ag por b, a; por a e Py (x) pelo genérico f(x).
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texto, nao vemos nenhum problema em seu uso. Discutimos brevemente seus significados
geométricos - que ddo origem a esses nomes - no primeiro texto deste projeto: mais especifi-
camente na secao “A derivada como o coeficiente angular da reta tangente” (Silva & Peixoto
2020).

Constituem uma familia particular de fun¢des afim, de importancia especial, as fungdes
lineares:

f)=ax (a#0).
O que elas tém de especial? Possuem duas propriedades particulares bastante importantes.

A primeira delas é que se y = f(x) = ax (com a # 0), as grandezas y e x tém entre si uma
relacdo de proporcionalidade - ou seja, y € proporcional a x (e vice-versa). Isto significa que
quando dobramos o valor de x, o valor de y é dobrado; quando triplicamos o valor de x, o valor
de y € triplicado; e assim por diante. Em termos gerais: quando multiplicamos o valor de x por
um fator A qualquer, o valor de y (que é o valor de f(x)) € multiplicado por esse mesmo fator.
Ou seja,

F0) = Af(x). 3)
Veja:
) = a(hx) = Max) = Af(x).

A segunda propriedade particular importante das fun¢des lineares € esta: para quaisquer
ndmeros reais xj € xp,

fx1+x2) = f(x1) + f(x2). 4)
Veja:
fxr4+x2) =alx) +x2) = ax; +axy = f(x1) + f(x2).

As propriedades expressas em (3) e (4), reunidas, nos levam a seguinte igualdade:

f(klxl + 7\,2)62) = Mf(xl) + 7\42f(x2). 5

Veja:

usando (4) usando (3)
fuxi+hm) = fan)+f(Raxa) = Afan) +Aaf ().

E aigualdade (5), por sua vez, retine as propriedades expressas em (3) e (4): fazendo, em (5),
Ay =0, A1 = Aex; =x, obtemos (3); e fazendo, em (5), A; = A, = 1, obtemos (4).

Agora, um pequeno aparte. Um sindnimo de “fun¢do” é “transformagdo”. (Ha outros
termos, como “‘mapeamento” ou, simplesmente, “mapa’”.) No célculo e na andlise, o termo mais
usado € “funcdo”, enquanto na algebra linear o termo mais usado € “transformac¢do”. Porém,
as transformagdes que tipicamente estudamos na dlgebra linear sao as transformacoes lineares
- e a funcgdo linear f(x) = ax é apenas um tipo particular de transformacao linear: quando a
transformacédo f € de R em R, e todos os escalares (como A, em (3)) sdo também ndmeros reais.

Continuando nossa classificagdo, no caso ainda mais particular em que a = 1, em f(x) = ax,
temos a chamada fungdo identidade, f(x) = x. Levar x a x - e dai o termo “fungdo identidade” -
ndo parece grande coisa, mas saiba que tal fun¢cdo é muito usada. Por exemplo, se vocé estudou,
em seu ensino médio, os topicos composicdo de fungdes e fungdes inversas, sabe que, sendo g(x)
uma fungio inversivel, e g~!(x) a sua inversa, temos g~ !(g(x)) = x e g(g~!(x)) = x; portanto,
a fungdo f(x) = g(g~!(x)) (que também pode ser expressa como f(x) = g~ !(g(x))) é a funcio
identidade. Faremos uso da igualdade g(g~!(x)) = x - ou seja, desta forma particular de expressar
a func¢do identidade - na subsecao 2.2.3.
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As funcdes polinomiais do segundo grau,

Py(x) = ag + arx + arx* (ap #0),

sdo também conhecidas como funcdes quadrdticas, e sua notacdo mais comum é:°

f(x)=ax*+bx+c (a#0).

Fungdes polinomiais do primeiro grau e fun¢des polinomiais do segundo grau sao muitas
vezes chamadas, simplesmente, de funcoes do primeiro grau e fungoes do segundo grau, respec-
tivamente. NGs aqui ndo vemos maiores problemas nestas abreviacdes, mas entendemos os que
as criticam: € que fungdes polinomiais t€ém grau, mas funcdes, em geral, ndo. Assim, faz sentido
falar sobre o grau de uma funcao polinomial, mas ndo sobre o grau de uma fung¢ao, entende?

Perceba que toda fungdo constante (como f(x) = 5) é uma fungao polinomial de grau zero.
Mas ninguém que conhecemos chama fun¢des constantes assim.

Funcoes racionais

Chamamos de fungdo racional toda fung¢@o que pode ser expressa como a razao P(x)/Q(x)
de duas fungdes polinomiais P(x) e Q(x). Assim, sdo exemplos de fungdes racionais:

3 +Ax—1
X4 -3x

3x? +4x—1
, g(x) =3x+4x—1, h(x):H—x+5x3.

f@) x*—3x

O primeiro exemplo dispensa comentarios. No segundo, podemos pensar a fun¢@o polinomial no
denominador como Q(x) = 1 (ou Qp(x) = 1, se vocé fizer questdo de usar a notagdo em que o
grau da func¢do polinomial € indicado). Perceba entdo que toda funcdo polinomial é também uma
fungdo racional. E a expressdo para a fungdo h(x), no terceiro exemplo, pode ser reescrita como
(verifique)

I R e e

b

h(x)

x*—3x
ou seja, basta que a expressdo que define a fun¢@o possa ser reescrita como uma razao de dois
polindmios.

Enquanto as fung¢des polinomiais podem ser definidas para todo x real, as fungdes racionais
P(x)

f('x)zﬁv

em que P(x) e Q(x) sdo fungdes polinomiais, s6 podem ser definidas para valores de x que ndo
anulam Q(x). Por exemplo, as fungdes f(x) e h(x), acima, ndo estdo definidas para x = 0, nem
para x = v/3 (verifique).
Constituem uma familia particular de funcdes racionais, de importancia especial, as funcdes
a

f(x):; (a#0),

definidas para x # 0. Se y = f(x) = a/x (com a # 0), dizemos que as grandezas y e x tém entre
si uma relagdo de proporcionalidade inversa - ou seja, y € inversamente proporcional a x (e

®Estamos trocando ag por ¢, a; por b, ay por a e P»(x) pelo genérico f(x).
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vice-versa). Isto significa que quando dobramos o valor de x, o valor de y cai a metade; quando
triplicamos o valor de x, o valor de y cai a um terco; e assim por diante. Em termos gerais:
quando multiplicamos o valor de x por um fator A ndo nulo qualquer, o valor de y (que € o valor
de f(x)) é dividido por A. Ou seja,

0 =79 az0) ©
Veja: com A # 0 (e, é claro, também com x # 0) temos
a la 1 (x)

T =3 ==/ W=

No caso ainda mais particular em que a = 1, em f(x) = a/x, temos a chamada funcdo
reciproca, f(x) = 1/x. Um exemplo de aplicacdo desta fung@o: a curvatura x de uma circun-
feréncia € definida como o reciproco de seu raio R:

1

B
Para ver que a expressdo “curvatura”, usada para k = 1/R, faz sentido, considere um arco de
circunferéncia de comprimento s fixo, em uma circunferéncia de raio R (com s < 27R, € claro).
Entao perceba que aumentando o raio R da circunferéncia, o arco de comprimento s fixo vai
ficando cada vez menos curvo, ao ponto de se confundir com um segmento de reta para R
suficientemente grande. Quando R tende a infinito, o arco de comprimento s fixo tende a um
segmento de reta de comprimento s, e K tende a zero. Portanto, podemos dizer que todo segmento
de reta tem curvatura nula. Faz todo sentido, ndo acha?

K

Uma observagao final, antes de encerrarmos este topico. A lei de Newton da gravitagdo nos
diz - entre outras coisas - que a forca com que se atraem duas particulas de massas mj e my, a
uma distancia r uma da outra, tem intensidade F' dada por
mypmy
rz

F=G

em que G é uma constante fundamental da fisica denominada constante gravitacional (seu valor
no Sistema Internacional de Unidades é de aproximadamente 6,67 x 10~ /N-m?/ kg?). Perceba
que F nio é inversamente proporcional a r; dizemos que F é inversamente proporcional a r2.
Uma forma de ver isso é introduzindo uma nova varidvel: u = r2. Obtemos:

Gmlmz
F=—"—""—,
u

e, ndo resta divida, F é inversamente proporcional a . Trocando u por 72 nesta ltima afirmativa,

dizemos entdo que F é inversamente proporcional a 2. Assim, por exemplo, ao dobrarmos r2, F
cai & metade. Mas para dobrarmos 72, o valor de r deve ser multiplicado por /2 (verifique).

Funcoes algébricas

Chamamos de fun¢do algébrica toda funcdo de x que pode ser dada a partir de uma expressdo
algébrica na varidvel x envolvendo apenas um ntimero finito de operagdes de adicdo, subtragdo,
multiplicacdo, divisdo elou potenciacdo’, mas com a seguinte restricio: nio é permitida a

"Nao incluimos radiciagdo na lista porque em geral convém pensé-la, no célculo, como um caso particular da
potenciacdo. Por exemplo, V3241 = (3x* + 1)1/ 3, e fazendo uso da regra da poténcia (combinada com outras
regras, como a regra da cadeia) obtemos: [v/3x2 + 1] = [(3x> + 1)/3)) = 1 (322 + 1)11/3) =1 6x = 2x(3x% + 1) ~%/3.
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presenca, em expoentes, da varidvel x, nem de nimeros irracionais (como T, v/2 etc.). Assim,
sdo exemplos de funcdes algébricas®

5023 —2x%2+1 500 —2x2+1 x—1 3/2
Fx) =5 —2x"+1, g(x) , h(x) oW e s(x) (x—i—l) ,

X% +4x

mas ndo sdo funcdes algébricas, por exemplo,’

Fx) =2, g(x) =25, h(x)=x" e §(x)=5".

Perceba que toda fungdo racional é também uma func¢do algébrica. Com o que vimos até
aqui, podemos construir o diagrama apresentado na Fig. 1.

Figura 1: Casos particulares importantes de fungdes algébricas.

Nao sabemos se vocé percebeu, mas com o que aprendemos sobre célculo de derivadas no
primeiro texto deste projeto (Silva & Peixoto 2020) - o que inclui a regra da cadeia -, estamos
aptos a calcular derivadas de fodas as fungdes algébricas. Mas s6. Ainda nao aprendemos a
calcular derivadas de fungdes como f(x) = x™ e g(x) = 2*. Vocé arrisca um palpite para as
derivadas destas duas fungdes? Pense um pouco, antes de passar para o proximo paragrafo.

Se vocé arriscou f(x) = ©x™!, aplicando a regra da poténcia, acertou. Mas lembre-se
que ainda nao demonstramos a regra da poténcia para expoentes irracionais; s até expoentes
racionais (Silva & Peixoto 2020). Faremos a demonstracdo da regra da poténcia para expoentes
reais (que incluem, portanto, os irracionais) neste texto - mais especificamente na subsecio 2.4.
Agora, se vocé arriscou §'(x) = x2*~!, errou: é que a regra da poténcia nio se aplica quando
temos x no expoente. Alids, devemos estar atentos para ndo aplicarmos erroneamente uma
regra a um caso ao qual ela ndo se aplica. Em todas as demonstracdes que estudamos para a
regra da poténcia no primeiro texto (Silva & Peixoto 2020), jamais houve varidvel no expoente:
comegamos com os expoentes n = 1,2, 3, depois estendemos para todos os naturais nao nulos,
dai incluimos os inteiros negativos e, por fim, passamos para os racionais. Mostraremos, na
subsecdo 2.2.5, que [Zx]’ = 2"In2, que é um resultado bem diferente de x2°~1 ndo é?

8Perceba que a fungdo A(x) nio estd definida para x < 0. Fica como tarefa para vocé mostrar que a fungao s(x)
80 estd definida para x > 1 oux < —1. (Dica: talvez vocé precise revisar o topico inequagdes quociente, observando
que, devido ao expoente 3/2, arazdo (x —1)/(x+ 1) deve ser ndo negativa.)

°Dificilmente uma determinada classificacdo é universalmente aceita. Ndo estranhe se algum autor considerar
que uma fungiio como f(x) = x™, que tem um nimero irracional (mas ndo a varidvel x) em um expoente, é algébrica.
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Funcoes elementares

As fungdes algébricas pertencem a um conjunto mais amplo de fungoes elementares. Com-
pletam esse conjunto - além de fungdes do tipo f(x) = x*, em que ha ndmeros irracionais em
expoentes:

(1) as funcdes trigonométricas'”

senx, cosx, tgx, secx, cossecx, cotgx
e suas inversas - sendo
arcsenx, arccosx € arctgx

as trés primeiras, respectivamente;
(2) as fungoes exponenciais
b*, com0O0<b#1exeR,
e as fungoes logaritmicas
logyx, comO0<b#1ex>0

(sendo b* e log;, x funcdes inversas, uma da outra);11

(3) as combinagdes e/ou composi¢des que podemos realizar com duas ou mais funcdes
elementares quaisquer.'> Algumas delas recebem atengio especial, e tém até nomes proprios,
como € o caso das fungées hiperbdlicas

e
senhx = —— (seno hiperbdlico de x),

coshx = ——— (cosseno hiperbdlico de x),

senhx e —e™™
tghx = coshxr & Fe (tangente hiperbdlica de x),

em que e € o nimero irracional chamado “niimero de Euler” (seu valor aproximado € 2,71828,
como veremos na subse¢ao 2.2.5).

Neste texto introduziremos, em nosso estudo de célculo, cada uma das fungdes elementares
citadas acima. A proposito, estas fungdes elementares nao algébricas sdao também conhecidas
como fungoes elementares transcendentes, ou simplesmente, funcoes transcendentes.

Funcoes nao elementares

Toda func¢do real de uma variavel real que ndo € uma funcao elementar (lembrando que
combinacdes e composi¢cdes de funcdes elementares sao também fungdes elementares) € deno-
minada fungdo ndo elementar.

10As fungdes trigonométricas tém uma importante caracteristica, nio encontrada em funcdes algébricas: sdo
periddicas.

"Na Parte V desta série obteremos a importante férmula de Euler (vilida para todo nimero real 0): ¢ =
cos@+isen®, em que i é a unidade imagindria, que satisfaz a igualdade i> = —1, e e é o niimero irracional chamado
“niimero de Euler”. Essa férmula nos diz - surpreendentemente - que com o uso de nimeros complexos podemos
relacionar fungdes exponenciais (complexas) e fung¢des trigonométricas (reais).

2Exemplo de composicdo de duas fungdes: com f(x) = x> —x e g(x) = 3x+ 1, temos p(x) = f(g(x)) =
(3x+1)2 — (3x+1). Exemplo de combinacdo de duas fungdes: com as mesmas fungdes f(x) e g(x), temos
4(x) = F(X)g(x) = (¥ —x) (Bx+ 1).
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Um exemplo de funcdo ndo elementar é a funcdo erro, erf(x), que tem aplicagdes em
probabilidade, estatistica e equacdes diferenciais, e é definida como

X

2
erf(x) = NG e dr.
0

. 2, - . .
Entenda que o integrando, f(¢) = e~"", é uma fun¢io elementar de 7 (que pode ser obtida a partir

da composigio de g(t) = ¢’ e h(t) = —t%: f(t) = g(h(t))), mas ela ndo possui antiderivada que
possa ser expressa em termos de fungdes elementares. Assim, ndo existe uma forma fechada para
a integral acima; ou seja, tal integral nao pode ser calculada - a ndo ser numericamente. Faremos
isso na Parte III desta série, em que estudaremos um pouco de cdlculo numérico. Realizando
uma integragdo numérica obteremos, por exemplo, erf(1) =~ 0,8427. E mostraremos, na Parte
IV desta série, que

lim erf(x) = 1.

X—00

D4 pra enxergar, aceitando (por enquanto) este resultado, que o fator 2/+/T foi introduzido,
na defini¢do da funcdo erro, para que ela tendesse a 1 quando x tende a infinito. De fato,
mostraremos na Parte IV desta série que a integral acima tende a 1/7/2 quando x tende a infinito.

Outro exemplo de funcdo nao elementar € a funcdo W de Lambert, que serd introduzida e
aplicada a fisica ao final da Parte II-C desta série.

Muito bem, vamos complementar o diagrama apresentado na Fig. 1, ampliando-o para o
diagrama na Fig.2. Consulte as Figs.1 e 2 sempre que precisar revisar a classificagdo geral
apresentada aqui das fung¢des reais de uma varidvel real.

Figura 2: Classificacdo geral das fungdes reis de uma variavel real (complemente com o diagrama
apresentado na Fig. 1).

2.2.2 Calculo com funcoes trigonométricas

Estamos considerando, aqui, que vocé aprendeu bem trigonometria ao nivel do ensino médio
- € ndo sO trigonometria no tridngulo retdngulo, mas também trigonometria na circunferéncia
trigonométrica (onde definimos fungdes como sen x, cosx e tg x para todo x real). Se nao é
0 caso, e voc€ estd em uma graduacdo em fisica ou em drea afim, hd uma lacuna grave em
sua formagao matematica ao nivel do ensino médio. Entdo faca uma pausa de ao menos uma
semana ou duas (talvez mais) em seu estudo deste texto e se dedique a um estudo intensivo
desses assuntos, incluindo a resolu¢dao de muitos exercicios.

Vamos comegar calculando a derivada da fun¢go f(x) = senx. Esse célculo servird de base
para obtermos as derivadas das demais fungdes trigonométricas.
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Partindo da defini¢do de derivada,

)t TEHAD )

Ax—0 Ax ’

obtemos, com f(x) = senx:

fsena]’ = Ii sen(x + Ax) — senx
senx]’ = lim .
Ax—0 Ax

Usando a identidade para o seno da soma,!?
sen(a+b) = senacosb + senbcosa,

obtemos

, . senx cosAx+senAx cosx — senx
[senx]’ = lim ,
Ax—0 Ax
que podemos reescrever, com algumas manipulagdes simples, como

[ ],_ I sen Ax L cosAx—1Y) I sen Ax 1 —cosAx
senx _A;EO A cosx+senx A _A;EO A COSX — senx A .

Fazendo uso de propriedades bésicas de limites (que sdo bastante intuitivas - veja o primeiro
texto deste projeto (Silva & Peixoto 2020)), obtemos:

Ax 1 —cosAx
[senx] = ( lim sezx > COSX — Senx ( lim i) ) (7)

Ax—0 Ax—0 Ax

Obteremos estes dois limites através de uma andlise puramente geométrica.

Provisoriamente, usaremos 0 no lugar de Ax. Esta mudanca ndo € realmente necessaria,
mas € incomum denotarmos angulos por Ax. Queremos, entdo, calcular
sen© 1 —cos6

li Ii
el—r>r(l) 0 © el—r>r(1) 0

Vamos comecar revisando a definicao de medida angular em radianos. A Fig.3 ilustra
dois arcos de circunferéncia, de comprimentos s € s, sendo R e R’, respectivamente, 0s raios
das circunferéncias correspondentes. O que esses arcos tém em comum? Correspondem a uma
mesma fracdo de sua circunferéncia - digamos, um oitavo de circunferéncia. Ou seja,

s 5

c C
Como C = 27R e C' = 2nR’ (Iembrando que o nimero 7 é definido como a razio entre o
comprimento de uma circunferéncia qualquer e seu didmetro), obtemos:

s 5 ! s 5

s s
—_—— = = = — = —,
c 2aR 28R R K
Podemos, entdo, usar a razao s/R para medir o 4ngulo 0 na Fig.3 (ou seja, para medir aquela
abertura angular):

=—. (8)

BA demonstragdo desta identidade consta em livros de matematica do ensino médio. Revise, se necessario.
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No caso particular de uma volta completa, temos

o= _2R o
R R

E daqui que vem a associacdo 360° <+ 21.'* Perceba que 0, definido em (8), é adimensional -
afinal, estamos dividindo um comprimento por outro. Entdo devemos escrever, por exemplo,
0 =m/6, em vez de 6 = /6 rad. Nio existe a unidade rad (ou radiano), entende? No maximo,
trata-se de um lembrete da forma como estamos medindo aquele angulo. Mas sugerimos que

vocé se acostume a nao usa-lo.

<]
~

D
Il
=

=

Figura 3: Medida angular em radianos.

No caso particular importante em que a circunferéncia tem raio R = 1 (1 metro, 1 centimetro,
I milimetro, ndo importa), 0 é numericamente igual a s. Por exemplo, no caso de meia volta
temos, com R = 1cm:

§s=TMR=7-1cm="Tcm

e, portanto,
s Tcm
—=—="
R lcm

Muito bem, passemos a circunferéncia trigonométrica, que tem raio unitrio - sendo o
valor de 6, portanto, numericamente igual ao comprimento do arco correspondente, como esté
indicado na Fig.4a. Nesta mesma figura, o valor de sen8 (com 0 > 0) é numericamente igual
ao comprimento da linha vertical tracejada, e a diferenca 1 — cos® também estd indicada. Esta
claro, na Fig.4a, que sen® < 6, mas, como sugere a Fig.4b, em que temos 6 < 1 (ou seja, em
que o comprimento do arco € bem menor que o valor do raio),

senf~0, seOB<KI1. )
Uma anélise cuidadosa da Fig.4 nos leva entdo a concluir que
_ sen® e
a razao 5 tende a 1 quando 6 tende a O pela direita. (10)

Ou seja, senO e 0 se confundem cada vez mais, quando 0 tende a zero, e de um modo que
sua razdo tende a 1. Se vocé estd com dificuldade de enxergar isso na Fig.4b, procure

I4E interessante observar que poderiamos ter definido 8 como a razo s /C. Neste caso, teriamos a associa¢io
360° > 1.

I5E interessante observar, por exemplo, que quando x tende a zero, 2x> 4+ x> e x> tendem, ambos, a zero, mas
arazio (2x* 4+ x3)/x? tende a 2, ndo a 1. Estamos tentando convencé-lo ou convencé-la de que a razio (sen®)/0
tende a 1 através de argumentos geométricos.
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visualizar nesta figura que quando 0 tende a zero o arco de circunferéncia que corresponde
ao angulo O vai se confundindo com um segmento de reta de “comprimento” 0 (esquecendo a
unidade de comprimento), e que esse segmento vai se confundindo com o segmento vertical cujo
“comprimento” é sen 6.

Continuando, perceba que'®

0
a razao sen também tende a 1 quando 0 tende a O pela esquerda. (11)
E que com 0 < 0 (que é quando o Angulo 6 é medido no sentido horario, a partir do eixo horizontal
na Fig.4), temos sen® < 0,!7 e, portanto, a razio (sen®) /0 permanece positiva. Reunindo as
afirmativas em (10) e (11), podemos concluir que

sen O
li =1. 12
elg(l) 0 (12)

Adicionalmente, perceba que a aproximacao em (9) também € vélida para valores negativos de 0,
desde que tenhamos |8 < 1. Temos, entdo, este resultado que praticamente todo fisico e toda
fisica conhece (por seu uso, por exemplo, na anélise de pequenas oscilagées de um péndulo
simples):

senf~0, sel0<1. (13)

1 sen®
1 - \0
sen©

1 N ! 10

I(_
1 —cosB 1 —cosB
(a) (b)

Figura 4: Constru¢c@o geométrica que nos leva a obtencao dos limites expressos em (12) e (14).

A Fig.4 também nos permite concluir que

1—cosO
lim ——— =0. 14
eli% 0 (19

Podemos enxergar isso observando, como fizemos, que com 0 < 1 o arco de circunferéncia que
corresponde ao angulo 0 (veja a Fig.4b) se confunde com um segmento de reta de “comprimento’

9

16Estamos supondo que vocé conhece expressdes como “tender a zero pela esquerda” e “tender a zero pela
direita”. “Esquerda” e “direita”, aqui, se referem a reta real; ndo tem nada a ver com a Fig.4. Veja o Exemplo 1 da
secdo Limites de fungdes - uma introdugdo, no primeiro texto deste projeto (Silva & Peixoto 2020).

17Para os que amam rigor: é claro que estamos considerando menos de meia volta, ao dizermos que com 6 < 0
temos sen® < 0. Para 8 = —3m/2, por exemplo, sen 8 é positivo.

Peixoto & Oliveira (2025) / Pesquisa e Ensino em Ciéncias Exatas e da Natureza, 9: 14



Um curso basico de matematica para estudantes de graduacao em fisica - Parte II-A

0, e que 1 —cos 0 € o valor de sua projecdo horizontal. Assim, quando 6 tende a O pela direita, a
razao entre o valor dessa projecdo horizontal e o tamanho do segmento tende a zero, percebe?
Afinal, a dire¢ao do segmento vai tendendo a direcdo vertical. Chegamos a mesma conclusao
fazendo 0 tender a O pela esquerda, e daf a igualdade (14).

Pois bem, voltando a usar Ax no lugar de 0, podemos reescrever os resultados em (12) e
(14) respectivamente como

sen Ax 1 —cosAx
lim —— =1 lim —— =0 15
A;EO Ax © A;go Ax (15)
Substituindo (15) em (7) obtemos, finalmente, a derivada de senx:
[senx]’ = cosx. (16)

Pausa para uma pequena historia.

Certa vez um excelente professor de Cdlculo I mostrou, de forma didatica e elegante, que a
derivada de senx € cosx. Tendo enchido a lousa com desenhos e célculos, e olhado satisfeito
para a turma, um estudante que estava ao lado de um dos autores deste texto (PP) - entdo um
calouro - falou para outro: “tudo isso para dizer que a derivada do seno € o cosseno?!”.

Isso dd uma boa conversa. Se vocé estuda matemaética com satisfacdo, talvez se perguntasse,
se presenciasse um comentdrio assim, em sua aula de Célculo I (entendendo que o professor nao
quis apenas “dizer” que a derivada de senx € cosx): o que esses caras estdo fazendo aqui? Se € o
caso, concordamos parcialmente com vocé€, mas queremos convida-lo ou convida-la a ser um
pouco mais tolerante, e entender que nem todos t€m o mesmo encantamento com a matematica.
A pergunta que deixamos, para a sua reflexdo, é: existe um ponto, considerando uma escala
ascendente de rigor matematico, em que seu encantamento comega a diminuir? Por outro lado,
se voc€, como aqueles estudantes, se interessa mais pelos resultados, também o convidamos,
ou a convidamos, a refletir sobre o quanto vocé perde - ndo s6 em termos de conhecimentos
gerais, mas quanto ao desenvolvimento de habilidades importantes - ao evitar elaboragdes como
a que nos levou, acima, a igualdade (16). A propdsito, frequentemente os fisicos precisam criar
matematica para avangar em sua tentativa de compreensao de certos fendmenos. Foi assim com
Newton - que divide com Leibniz a autoria do célculo diferencial e integral - e é assim ainda hoje.
E claro, nem todos os fisicos se envolvem (nem precisam se envolver) com matemadtica a esse
nivel; trata-se de uma minoria, na verdade. Mas dificilmente vocé encontrard alguém com boa
formagdo em fisica que nunca se interessou por estudar bem ao menos certos desenvolvimentos
matematicos, porque a matematica nao €, simplesmente, uma linguagem pronta e acabada através
da qual a fisica se expressa: retire a matematica de certos desenvolvimentos fisicos, e a fisica vai
embora junto.

Atividade 2-1: Como jd sabemos que [senx]’ = cosx, talvez a forma mais simples de obtermos a
derivada de cosx seja derivando ambos os membros da igualdade cosx = sen (x +7/2).'® Faga
isto. Vocé obtera

[cosx]’ = —senx. (17)

(Voce precisara fazer uso da regra da cadeia (Silva & Peixoto 2020), e também da igualdade
cos(x+m/2) = —senx, que pode ser obtida de forma direta com o auxilio da circunferéncia

A igualdade cosx = sen(x +m/2) (ou cos® = sen (0 + m/2), se vocé preferir) pode ser obtida de forma
direta com o auxilio da circunferéncia trigonométrica. Trata-se, também, de um caso particular da identidade
sen(a+b) =senacosb+senbcosa: coma =xe b =mn/2 - verifique.
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trigonométrica, ou como um caso particular da identidade cos(a + b) = cosacosb — senasenb:
coma=xeb=m/2.)

Atividade 2-2: Partindo das defini¢des

senx 1 1 1 cosXx
= , COSSECX=—— € cotgx = — = ——, (18)
COSX cosx senx tgx  senx

para as funcdes tangente, secante, cossecante e cotangente, respectivamente, e fazendo uso de
regras basicas para o cdlculo de derivadas, obtenha:

tgx]’ = sec?x, (19)

[secx]’ = secx tgx, (20)
[cossecx]’ = —cossecx cotgx, (21)
[cotgx]’ = —cossec?x. (22)

(Obs.: vocé precisara usar a identidade trigonométrica sen’x + cos?x = 1.)

A Tabelal retne as derivadas de todas as fungdes trigonométricas.

[senx]’ = cosx [secx] = secx tgx
[cosx] = —senx [cossecx]’ = —cossecx cotgx
[tgx] = sec’x [cotgx]’ = —cossec’x

Tabela 1: Derivadas das fungdes trigonométricas (lembrando que secx = 1/cosx, cossecx = 1/senx e
cotgx = 1/tgx). Perceba que hd um sinal de menos nas expressdes para as derivadas das fungdes cujos
nomes comeg¢am com “co”.

Atividade 2-3: a) A mio livre (visualizando o que ocorre na circunferéncia trigonométrica) ou
usando um aplicativo como o Geogebra, trace os graficos de senx € cosx no mesmo sistema
de coordenadas, e observe que o grafico de cosx estd de acordo com o que se espera para a
derivada de senx - interpretada como o coeficiente angular da reta tangente ao grafico de senx.
Por exemplo, observe que quando senx é maximo ou minimo, cosx € nulo, e que quando a reta
tangente ao grafico de senx tem inclinacdo maxima, cosx ¢ maximo.
b) Agora, usando um aplicativo como o Geogebra, trace, no mesmo sistema de coordenadas, os
gréaficos dos seguintes pares de fungdes - um par de cada vez (veja a Tabela 1): cosx e —senx; tgx
€ Sec’Xx; SECX € SeCX tgX; COSSECX € —COSSECX cotgx; cotgx e —cossec’x. Para cada par, observe
que o grafico da segunda funcdo estd de acordo com o que se espera para a derivada da primeira
fungdo. (Aproveite esta atividade para revisar bem os graficos das funcdes trigonométricas.)
Atividade 2-4: Mostre que

d? d?

@senx = —senx e @cosx = —COSX. (23)

Ou seja, derivando senx ou cosx duas vezes, obtemos a funcdo inicial multiplicada por —1.
Guarde isso na memoria (voc€ entenderd logo adiante por que estamos fazendo esta recomendacao).
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Atividade 2-5: Calcule as derivadas das funcdes abaixo.!”
a)f(x) =Acos(ax+b) b)f(x) = 2senxcosx ¢)f(x) = sen(2x)
d)f(x) = xsenx+cosx e)f(x) = x*cosx f)f(x) = sen(x’)

Atividade 2-6: Se uma particula se move apenas ao longo do eixo x, e sua posi¢cdo varia com o
tempo ¢ segundo
x(t) = Acos(wt +9),

em que A, ® e d sdo constantes - as duas primeiras positivas e a dltima podendo ser positiva,
negativa ou nula -, dizemos que o movimento dessa particula € um movimento harmonico simples
(MHS).

a) Observe que com o passar do tempo o argumento da fungio cosseno, ®r + &, chamado de fase,
aumenta, e com isso o valor de cos(wt + ) oscila entre —1 e 1. Dai, x(r) oscila entre —A e A.
Por isso a constante A, que tem unidade de comprimento (afinal, x e A ttm a mesma unidade),
¢ chamada de amplitude do MHS. A constante & é chamada de constante de fase (afinal, é o
termo constante da fase) ou de fase inicial (porque é a fase para r = 0). Teria o valor de 8, para
um dado MHS, a ver com o momento em que o observador escolhe para “zerar o crondmetro”?
Justifique sua resposta.

b) Agora, vamos dar significado fisico a constante ®. A fun¢do cos tem periodo 27w, como
vocé deve saber. Assim, o movimento descrito pela fungdo x(7) = A cos(wr + ) € periddico, e se
repete integralmente - a partir de um instante ¢ qualquer - apds o intervalo de tempo At =T -
chamado de periodo do MHS - em que a variagdo da fase é de 27, concorda? Partindo entdo da
igualdade

A(ot +9) = 2m,
mostre que o periodo do MHS €
2n
T=—.
w

Assim, dada a constante o (por exemplo, ® = 41 s~ 1), segue da igualdade acima o periodo T do
MHS (no exemplo, T = 21t/ (4ns~!) = 0,55). E, dado o periodo T do MHS, temos

_27t
=

0}

Como o periodo T e a frequéncia f de um movimento periddico (ndo necessariamente um MHS)
estdo relacionados pela igualdade?”
1
f = ?7
temos
o =2nf,

e por isso a constante ® é chamada de frequéncia angular: trata-se, simplesmente, da frequéncia
f do movimento, multiplicada por 27.
¢) Calcule

190Observe que as fungdes nos itens b e ¢ sdo iguais, pois sen(2x) = 2senxcosx (faca a = b = x na identidade
sen(a+b) = senacosb + senbcosa). Consequentemente, suas derivadas também séo iguais. Verifique isso usando,
ap6s o célculo de f7(x) nos itens b e ¢, a identidade cos(a+ b) = cosacosb —senasenb.

200bserve que se em um intervalo de tempo At sio completados  ciclos, temos T = At /ne f = n/At - e daf a
relagdo f = 1/T.
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d) Calcule
dv,(7)
t) = .
ax(t) dt
e) Mostre que
ay = —®°x.

f) Aplicando a segunda lei de Newton a essa particula, de massa m, mostre que a for¢a resultante
sobre ela (que tem a direcao do eixo x, ja que a particula se move apenas ao longo desse eixo)
tem componente x dada por

E‘esx — —m@)zx.
Trata-se, portanto, da lei de forca conhecida como lei de Hooke:*!
Fes, = F, = —kx, comk= mo’.

Obtenha, entdo, o periodo do MHS em funcao de m e k:

m
T=2m /"
™ %

Vamos concluir com uma observagdo importante. Em x(#) = Acos(®rf + §), o argumento da
funcao cosseno em geral ndo € uma medida angular; ou seja, em geral um movimento harmdnico
simples ndo é uma proje¢do de um movimento circular uniforme (que é como o MHS € comu-
mente trabalhado em textos de fisica do ensino médio). Entdo embora tenhamos calculado a
derivada de senx - e a partir daf as derivadas das demais funcdes trigonométricas - fazendo uso de
consideragdes geométricas, a partir de medidas angulares, devemos nos libertar da ideia de que
argumentos de funcdes trigonométricas sdo necessariamente medidas angulares. Do contrario,
poderemos ficar procurando angulos em problemas em que eles simplesmente ndo existem,
entende? Nesse sentido, talvez a melhor forma de “visualizarmos” as funcdes trigonométricas
seja através de seus graficos (mas ainda fazendo uso da circunferéncia trigonométrica para o
esboco desses grificos, ou, por exemplo, quando quisermos lembrar que sen (31/2) = —1 ou
que cosx = sen (x+7/2)).

Atividade 2-7: A restricdo apresentada na Atividade 2-6, de que A e ® sdo constantes positivas
em x(1) = Acos(®r 4 J), ndo € realmente limitante. Nesta atividade veremos por qué. Veremos
também que a fungdo seno pode ser usada no lugar da fung@o cosseno, na expressio para x(z).
a) Digamos que alguém lhe apresente a funcdo

x(t) = Acos(—mt +9),
com ® > 0. Mostre que podemos reescrever:
x(t) = Acos(mt —9),

deixando, assim, positiva a constante que multiplica # no argumento da funcao cosseno. (Dica:
faca uso da identidade cos© = cos(—9).)
b) Agora, digamos que alguém lhe apresente a funcao

x(t) = —Acos(wt +9),

2INo se trata de uma lei fundamental da natureza. Aplica-se, por exemplo, como uma boa aproximagao, quando
temos um bloco sendo movido, com atrito e resisténcia do ar despreziveis, por uma mola sob certas condi¢des
(como nio ser, a mola, muito distendida). Neste caso, a constante k € chamada de constante eldstica da mola. Vocé
deve ter familiaridade com a lei de Hooke, de seus estudos de fisica do ensino médio.

Peixoto & Oliveira (2025) / Pesquisa e Ensino em Ciéncias Exatas e da Natureza, 9: 18



Um curso basico de matematica para estudantes de graduacao em fisica - Parte II-A

com A > (0. Mostre que podemos reescrever:
x(t) =Acos(wt+8'), comd =8+m,

deixando, assim, positiva a constante que multiplica a funcdo cosseno. (Dica: faca uso da
identidade —cos8 = cos(0+m).)
¢) Por fim, digamos que alguém lhe apresente a funcao

x(t) = Asen(®t +9);
ou seja, com a fung¢ado seno, no lugar da fung¢do cosseno. Mostre que podemos reescrever:

x(t) =Acos(wt+38'), comd =8— g

(Dica: faca uso da identidade sin® = cos(8 —1t/2).)*
Atividade 2-8: Na Atividade 2-6 mostramos que uma particula de massa m que realiza, no eixo
x, um MHS dado por

x(t) = Acos(wr +9), (24)

sendo A e m constantes positivas (isto ndo € realmente restritivo, como vimos na Atividade 2-7)
e 0 uma constante positiva, negativa ou nula, estd sujeita a uma forca resultante na direcdo x cuja
componente x obedece a lei de Hooke - ou seja,

Fresx = —kx, (25)

com k = mw?. Faremos, agora, um percurso inverso - que é o percurso padrio quando atacamos
um problema de mecanica newtoniana: partiremos da expressdo em (25) para a forca resultante
(ou melhor, para a componente x da forca resultante, que neste problema tem a dire¢ao do eixo x)
- sendo k uma constante positiva ainda nao relacionada a m, nem a ® - e, fazendo uso da segunda
lei de Newton, tentaremos obter a fungdo x(z). Serd um bom treinamento para problemas mais
complexos, como quando hd uma forga dissipativa cujo médulo € proporcional ao médulo da
velocidade da particula (veremos isso mais adiante).

a) Aplicando a segunda lei de Newton a particula, na forma

Fresx
ay = —,
m
obtenha a equacdo diferencial
d’x k
o= Ty 26
dr? mx (26)

Trata-se de uma equagdo cuja solugdo é o conjunto de todas as fungdes x(¢) que a satisfazem.
b) Analisando a Eq.(26), perceba que estamos em busca de uma funcéo x(¢) cuja derivada
segunda seja igual a propria fun¢do, multiplicada pela constante negativa —k/m. Examinando

nosso repertério de fun¢des, podemos tentar, apés refletirmos um pouco:>

x(t) = Acosot, (27)

22As identidades cos® = cos(—8), —cos® = cos(@ £ ) e sin® = cos(0 —1/2) podem ser extraidas diretamente
da circunferéncia trigonométrica. Estas duas dltimas seguem também da identidade mais geral cos(a +b) =
cosacosb F senasenb (verifique).

2Reveja a Atividade 2-4.
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sendo A uma constante nio nula qualquer e ® uma constante positiva qualquer.”* Observe que
errarfamos se tentdssemos a funcdo x(f) = cos ¢, pois cos®r ¢ um nimero puro, enquanto
x tem dimensdo de comprimento. Precisamos, portanto, da constante A, que tem dimensao
de comprimento. Também errariamos se tentdssemos x(z) = Acost, porque o argumento da
fungdo cosseno deve ser adimensional (ndo faz sentido, por exemplo, uma expressao como
cos(msegundos)). Precisamos, portanto, da constante ®, que tem dimensao de inverso de tempo.
Mostre que a solugdo tentativa em (27) satisfaz a equacdo diferencial em (26), desde que

tenhamos

w=1/% (28)
m

¢) Embora a solucdo tentativa em (27), com ® dado em (28), esteja correta, ela ndo constitui a
solucdo geral para a equacao diferencial em (26): é que temos, independentemente do valor da
constante arbitraria A, v, = 0 para t = 0 (verifique). Trata-se de uma restri¢ao desnecessaria, é
claro, porque com ela estamos limitando os instantes em que o operador pode zerar o crondmetro
a instantes em que a particula estd em repouso. Para obtermos a solug¢do geral, precisamos
de uma segunda constante arbitréria, e, pela andlise que acabamos de fazer, a tentativa natural
consiste no acréscimo de uma constante arbitraria d ao argumento da funcéo cosseno - e agora
sim, podemos restringir os valores de A a valores positivos (reveja a Atividade 2-7):

k
x(t) =Acos(wt+9), comA>0¢e o= — (29)

Sua tarefa, neste item, € mostrar que esta fun¢ao satisfaz a equacgdo diferencial em (26).
d) Neste item e no préximo, vocé ird mostrar que a funcdo em (29) satisfaz as condigoes iniciais

x(0)=x0 e v(0) =y,

em que x( € Vy, sdo valores arbitrdrios (positivos, negativos ou nulos) para x e vy, respectivamente,
em t = 0. Ou seja, sua tarefa, nestes dois itens, € obter A e 6 em fungdo de xg e vy,, mostrando,
assim, que xg e vy, determinam A e 6 (a menos de um multiplo qualquer de 27, positivo ou
negativo, que podemos acrescentar a d). Neste item, mostre que

A=|2+ (%)2 (30)

e) Agora vem a parte mais dificil: obter d em fungao de xg e vy, (que podem assumir valores
quaisquer - positivos, negativos ou nulos). Primeiro, mostre que

Acosd=xp e —mAsend = vy, 31

e entdo obtenha a seguinte igualdade:

Vx,
tgd = ——2. 32
g o0 (32)

Mas queremos obter 8, ndo tg, certo? E aqui que a dificuldade aparece.

24Nio restringiremos, por enquanto, A a uma constante positiva. Faremos isso mais adiante, nesta atividade:
quando tivermos introduzido a constante de fase & na expresséo para x(¢). Com ela, poderemos nos dar ao luxo de
restringir os valores de A a valores positivos (reveja a Atividade 2-7). A restricdo de ® a valores positivos, em (27),
ndo é limitante, devido a identidade cos(—6) = cos#.
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Vamos fazer uma pequena digressao. A Fig.5 mostra o grifico da fungdo tgx (é claro, vocé nao
ird confundir este “x” com a posi¢ao da particula em MHS). As curvas que constituem o grafico
de tgx ndo interceptam as linhas verticais tracejadas ilustradas na figura, mas se aproximam
cada vez mais delas, sem restricdo. Tais linhas sdo denominadas assintotas (verticais).?> Pois
bem, lembrando de seu estudo de fungédes inversas no ensino médio, perceba que a fun¢ao tgx
ndo possui inversa (lembre-se do “teste da linha horizontal”). Contudo - e isso € muito bonito -,
podemos restringir o dominio da fun¢do tgx para que a nova funcdo assim obtida possua uma
inversa. A escolha padrdo é restringir o dominio da fungéo tgx ao intervalo aberto (—m/2,7/2).
Podemos até criar uma notacao para a fungdo tgx com dominio restrito ao intervalo aberto
(—m/2,m/2): talvez tg,x, com “r” de “restrita”. A func@o arco tangente, arctgx, é a fungio
inversa da fun¢do tg; x; ou seja,

arctgx = tgr_1 X. (33)

Os gréficos de tg; x e arctgx sdo apresentados na Fig.6. (Fim da digressao.)

Figura 5: Grafico da funcao tgx.

Figura 6: Grificos (a) da fungio tgx, restrita ao intervalo aberto (—m/2,7/2) - aqui denotada por tg;x -,
e (b) de sua inversa, tg, ' x = arctgx.

Nao esté correto escrevermos, a partir de (32):

d = arctg <— mon ) , (34)

X0

25Estudaremos assintotas - verticais, horizontais e obliquas - na Parte II-B desta série.
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porque a funcdo arco tangente nos fornece um valor no intervalo (—m/2,7/2) - portanto, no
quadrante 1 ou no quadrante 4 do plano cartesiano contendo a circunferéncia trigonométrica,
ou na parte positiva do eixo das abscissas, como ilustra a Fig.7. Observe as igualdades em
(31). Perceba que os sinais de xp e vy, determinam em que quadrante do plano cartesiano
contendo a circunferéncia trigonométrica estd o ponto P ilustrado na Fig.7, ou se P esta sobre
um dos quatro semieixos desse plano. Por exemplo, com xg < 0 e vy, > 0 temos cosd < 0 e
send < 0, e, portanto, P estd no terceiro quadrante do plano cartesiano contendo a circunferéncia
trigonométrica. Com isso em mente, e escolhendo a op¢éo de manter d no intervalo (—m, 7|,
obtenha:

/

arctg (—vx—0> se xo>0;

Wxop

A

se xp=0 e vy >0;
5— z se x0=0 e vy <0; (35)

Vy,
arctg _(DLJ?() -7 se x0 <0 e vy >0;

\ arctg _0%)0 +7 se x0<0 e vy, <O0.

E claro, este resultado nao estd aqui para ser memorizado. Muito mais importante € vocé

compreender o processo que o levou a ele, e, apds isso, saber usa-lo. E o que vocé fard, no
proximo item.

quadrante 2 ) quadrante 1
P
d
-1 1
—1
quadrante 3 quadrante 4

Figura 7: Com o valor de 9 restrito ao intervalo aberto (—m/2,7/2), o ponto P, na circunferéncia
trigonométrica, estd restrito aos quadrantes 1 e 4, ou estd na parte positiva do eixo horizontal (se
8 =0). Mas se 8 pode assumir qualquer valor no intervalo (—, 7] (entre outros intervalos possiveis, de
comprimento 27, aberto em um extremo e fechado no outro), o ponto P ndo tem restricdo de posi¢do na
circunferéncia trigonométrica.

f) Vamos aplicar os resultados obtidos nos itens d e e - mais especificamente as igualdades
(30) e (35) - a um exemplo numérico (faga uso de uma calculadora, € expresse A e & com 3
algarismos significativos). Uma particula realiza um MHS no eixo x, centrado no ponto x = 0.
Sabendo que a frequéncia f do MHS € de 4,00Hz, e que a particula esta, no instante ¢t = 0, na
posi¢do —3,00cm, com componente x de velocidade igual a 50,0cm/s, obtenha a fung@o horaria
da posicao dessa particula, x(r) = Acos(®t +3), com A > 0 e ® > 0. Apos isso, fazendo uso
da expressdo obtida para x(¢), verifique que, de fato, temos (a menos de um possivel erro de
arredondamento, devido ao uso de 3 algarismos significativos) x = —3,00cm e v, = 50,0cm/s
para ¢t = 0. (Perceba que a resposta teria sido incorreta com o uso da igualdade (34).)

Algumas observagdes importantes, antes de encerrarmos. E exatamente porque temos duas
condigdes iniciais que precisamos de duas constantes arbitrarias na expressdo para x(¢). E temos
duas condi¢des iniciais porque a equacdo diferencial em (26) € de segunda ordem: ela determina
a derivada segunda de x(¢), mas ndo determina, para t = 0 (por exemplo), o valor de x, nem de
sua derivada primeira, v, = dx/d¢. Em outras palavras: a segunda lei de Newton ndo determina
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onde a particula estd, nem que velocidade possui, no instante t = 0; mas se soubermos quais sao
a posicao inicial e a velocidade inicial da particula, em principio conseguiremos prever, com a
segunda lei de Newton, sua posicao e sua velocidade para todos os demais instantes - do futuro e
do passado (considerando o periodo em que aquele movimento se mantém). Foi o que fizemos,
nesta atividade.?°

Atividade 2-9: a) Mostre que fazendo uso da identidade cos(a+ b) = cosacosb — senasenb
podemos reescrever

x(t) =Acos(ot+9), comA>0 e ®>0, (36)

como
x(t) = (Acosd)cos ot + (—Asend)sen or.

Fazendo
By =Acosd e By= —Asend, (37)

podemos, entdo, reescrever a expressdo para x(¢) em (36) como
x(t) = Bjcosot +Bysenwt, comB;#0 ou By #0,ecom ®>0. (38)

Ou seja, quaisquer que sejam os valores de A > 0 e 9, podemos sempre reescrever (36) como
(38), com Bj e B; obtidos através das igualdades em (37).27 Contudo, nosso interesse maior,
aqui, ndo estd nas igualdades em (37), mas em mostrar que sempre podemos reescrever (36)
como (38). Serd que também podemos, sempre, reescrever (38) como (36)? Veremos no préoximo
item.

b) Sua tarefa neste item € mostrar que, quaisquer que sejam os valores de B; e By em (38) -
desde que ndo sejam ambos nulos -, podemos sempre reescrever (38) como (36). (Dica: Vocé
poupara esforcos ao perceber que nao € necessario obter uma expressdo explicita para 9; basta
mostrar que, quaisquer que sejam os valores de By e B - ndo ambos nulos -, eles determinam o
valor de A e o valor de d - a menos de um mudltiplo qualquer de 27, positivo ou negativo, que
podemos acrescentar a 0 - que fazem com que a igualdade em (38) possa ser reescrita como a
igualdade em (36).)

Perceba que com estes itens a e b vocé terd mostrado que a expressdo para x(t) em (38) é tdo
vdlida quanto aquela em (36) para a definicdo de um MHS.

¢) Expresse B e By, em (38), em termos de xg = x(0) e vy, = v,(0), e entdo reescreva (38)
fazendo uso das constantes xq € vy,, em vez de By e B,. Perceba, entdo, que x¢ e vy, determinam
o MHS (Iembre-se de nossa discussao a respeito de condicées iniciais na Atividade 2-8).

d) Voce pode fazer xg e vy, simultaneamente iguais a zero, na expressio que obteve para x(), no
item ¢, e ter um MHS? Faca uma andlise fisica, além da analise matemadtica 6bvia.

Atividade 2-10: No primeiro texto deste projeto (Silva & Peixoto 2020) obtivemos algumas
antiderivadas (ou primitivas, ou integrais indefinidas) por inspecdo (que € uma espécie de
tentativa e erro liicida): usando nosso conhecimento de calculo de derivadas (incluindo a regra
da cadeia) conseguimos, examinando a expressdo que definia uma determinada funggo f(x),

6Esta atividade traz muitas informacdes importantes. No passe por ela tio rapidamente, Daniel San.

27 As igualdades em (37) nos dizem que ndo podemos ter B; e B, simultaneamente iguais a zero, porque A > 0 e
ndo hd valor de § que torne cosd e send simultaneamente nulos. E, € claro, a propria expressio para x(¢) em (38)
nos diz que com B e B, simultaneamente nulos nao temos um MHS. Seria impossivel, entdo, que (36) nos levasse
a expressdo para x(¢) em (38) com B e B, simultaneamente nulos - ou seja, a x(¢) = 0.

Peixoto & Oliveira (2025) / Pesquisa e Ensino em Ciéncias Exatas e da Natureza, 9: 23



Um curso basico de matematica para estudantes de graduacao em fisica - Parte II-A

obter suas antiderivadas F(x) - ou seja, as fungdes F(x) tais que F’'(x) = f(x). Por inspe¢do
chegamos inclusive a importante regra da poténcia para antiderivadas:

xn—i-l
n+1

fO) =2 (n# 1) = F(x) = —+C, (39)

em que C é uma constante arbitrdria.”® Nesta atividade vocé obtera algumas antiderivadas

envolvendo fungdes trigonométricas - em alguns casos de forma bem direta, em outros por
inspecdo, e em outros, ainda, através de certas manipulacdes algébricas.
a) Para comecar, convenca-se de que

f(x) =cosx = F(x) =senx+C (40)

f(x) =senx = F(x) = —cosx+C, (41)

em que C € uma constante arbitraria.
b) Fazendo uso da Tabela 1, convencga-se de que

f(x) =sec’x = F(x) =tgx+C, (42)

f(x) =secxtgx = F(x) =secx+C, (43)

f(x) = cossecx cotgx = F(x) = —cossecx+C, (44)
f(x) = cossec’x = F(x) = —cotgx+C. (45)

E til observar, para uso dos resultados acima, que

2 1 senx COSX 2 1
sec” X = ———, SeCX {gX = ———, COSSECX COotgx = e Cossec X = ———;
0s~x 08“ X sen-x

senZx

afinal, podemos estar diante, por exemplo, da expressio (senx)/(cos”x), em vez da expressio

equivalente secx tgx.>

¢) Agora, obtenha as antiderivadas de f(x) = Acos(ax+b) e g(x) = Asen(ax+b).

d) Obter as antiderivadas de f(x) = cos’x e g(x) = sen’x é um desafio um pouco maior, e en-
volve uma “sacada”. Primeiro, partindo da identidade trigonométrica cos(a+ b) = cosacosb —
senasen b, obtenha a seguinte identidade: cos(2x) = cos®x — sen’x. Em seguida, usando a iden-
tidade trigonométrica sen’x 4 cos?x = 1, mostre que podemos reescrever: cos(2x) = 2cos?x — 1

ou cos(2x) = 1 — 2sen’x, de onde segue, respectivamente, que (verifique)

1
cos’x = 3 (1 +cos2x) (46)

28No primeiro texto deste projeto (Silva & Peixoto 2020) obtivemos esta regra considerando n um nimero
racional diferente de —1. Trabalharemos o caso em que n = —1 (que ndo pertence a esta regra) na subsecdo 2.2.5, e
na subsecdo 2.4 mostraremos que a regra em (39) e a regra correspondente para o cdlculo de derivadas permanecem
validas no caso em que n € um nimero irracional; ou seja, mostraremos que a regra da poténcia - para derivadas e
antiderivadas - é vdlida para todo expoente real n diferente de —1.

29 Veremos na Parte II-B desta série a técnica de integracdo por substitui¢do, e com ela conseguiremos obter
facilmente as antiderivadas de f(x) = secx tgx = (senx)/(cos’x) e f(x) = cossecx cotgx = (cosx)/(sen’x) - ou

seja, sem a necessidade de memorizar os resultados em (43) e (44). S@o dois caminhos possiveis.
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1
sen’x = 3 (1 —cos2x). 47)

Agora, fazendo uso destas duas dltimas igualdades obtenha, respectivamente, as antiderivadas de
f(x) =cos’x e g(x) = sen?x.%"
e) Fazendo uso das igualdades (46) e (47), obtenha as antiderivadas de f(t) = A% cos?(wt + ) e

g(t) = A%sen’(wt +§), em que A, @ e § sdo constantes.

Atividade 2-11: Esta atividade tem como requisito a Atividade 2-10 - mais especificamente
seu item e. Mas antes de realiza-la, revise o Exercicio 59 do primeiro texto deste projeto (Silva
& Peixoto 2020). Nele, vimos que podemos expressar o valor médio de uma fung@o f(x) no
intervalo [a,b] como

b
- 1
Sap) = m/f(x)dx'

I(1)

NN T
JRYAVAYAY

_Imax

(a

(1)

2
./‘Imax

AR

Figura 8: (a) Gréfico de uma corrente elétrica alternada do tipo senoidal, com o intervalo de tempo de 0 a
T em destaque. (b) Grafico da funcio I?(¢) correspondente. Perceba que T é o periodo da fungdo I(1); o
periodo da fungdo I%(¢) é T /2.

(b

a) Considere uma corrente elétrica I que varia com o tempo ¢ segundo
I(t) = Ipaxsen(@t). (48)

Trata-se de uma corrente alternada, de valor maximo I, e frequéncia angular ®.' O grafico
dessa corrente alternada é mostrado na Fig.8a. A figura deixa claro, por simetria, que o valor

30 Temos, neste item d, um exemplo de “manipulacdo do integrando” - que é uma das trés técnicas gerais de
integracdo, como veremos na Parte II-B desta série.

31Se necessdrio, volte 4 Atividade 2-6 para rever o conceito de frequéncia angular, @, que se aplica aqui da mesma
forma que a um MHS - jd que matematicamente as fungdes x(1) = Asen(r) e 1(¢) = Inaxsen(ot) sdo equivalentes.
Revise também a Atividade 2-7, se precisar lembrar que podemos usar tanto senos como cossenos para um MHS.
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médio de /(¢) no intervalo de tempo de 0 a T é nulo, sendo 7 = 21/ o periodo desta funcao.
Mostre que o valor médio de I(z) em um intervalo de tempo Ar = T é nulo, independentemente
de onde tem inicio esse intervalo de tempo (por exemplo, pode ser o intervalo de tempo de 7' /4
a 5T /4, ou o intervalo de tempo de 7/10 a 117 /10).3?

b) Como o valor médio de /(7) em um intervalo de tempo Ar = T € nulo, € ttil calcularmos o
valor médio, ao longo de um periodo de /(¢), ndo desta fungdo, mas de seu quadrado (veja a
Fig.8b). E 0 que vocé faré neste item. Calcule o valor médio de 17, det =0at =T =2n/®.
Denote esse valor médio por /2. o

¢) Mostre que obtemos 0 mesmo valor para I? considerando o intervalo de tempo de 0 a T'/2;
afinal, o perfodo da fungdo I?(z) é T /2, ndo T (veja a Fig.8b).

d) Como 12 niio tem unidade de corrente elétrica, mas de corrente elétrica ao quadrado, a quanti-

dade de interesse ndo costuma ser /2, propriamente, mas sua raiz quadrada, \/I_2 . Denotamos
essa quantidade por I, sendo “rms” as iniciais de “root mean square”. Ou seja, trata-se da raiz
da média do quadrado:

Lims = \/I:2 (com a média calculada ao longo de um periodo de / 2(t)). 49)
Mostre que o valor rms da corrente elétrica alternada em (48) é33

1
Irms = ﬁ

e) Calcule |I(¢)], considerando o intervalo de tempo de 0 a 7' /2, e compare o resultado obtido
com o valor de ;s calculado no item d.

Iax ~ 07707 Iax -

Atividade 2-12:3* Talvez a aplicacdo mais simples da equacdo de Schrodinger, que é uma
equac¢ao fundamental da mecanica quantica, esteja na resolucao do chamado problema do poco
de potencial infinito ou da particula na caixa unidimensional, em que uma particula, restrita a
se mover ao longo do eixo x, estd confinada entre os pontos x = 0 e x = L (sendo L, portanto,
a largura do pogo de potencial ou da caixa unidimensional). Pesquise a respeito. O que nos
interessa, aqui, ¢ que matematicamente tal problema consiste na resolucdo da equacao diferencial

d?y(x) 2mE

w2 - y(x), para0 <x <L, (50)
com as condicées de contorno™
y(0)=0 (51)
e
w(L) =0, (52)

32Vocé pode se convencer disso a partir da Fig. 8a, mas também ¢ interessante fazer as contas.

30s técnicos em eletrotécnica ou eletrdnica em geral tém esta relagdio memorizada: o valor rms (também
chamado de valor eficaz - pesquise a respeito, se lhe interessar) de uma corrente alternada (do tipo senoidal) é
aproximadamente igual a 70,7 % de seu valor maximo (ou valor de pico).

34Trabalhe os itens a a e. Se tiver folego, trabalhe também o item g (vale a pena, pois vocé encontraré a igualdade
(63) em textos de fisica quéntica). Agora, se voc€ estiver realmente faminto ou faminta, trabalhe, adicionalmente, os
itens f e h.

35Nas atividades 2-8 e 2-9 lidamos com condigdes iniciais. Nesta Atividade 2-12, vocé trabalhara com condicées
de contorno. Tecnicamente, ndo ha diferenca entre elas: trata-se de a fungdo ndo apenas satisfazer a equacio
diferencial em questdo, mas também ter que assumir valores especificos, em determinados pontos de seu dominio;
mas o termo “condigdes iniciais” é usado quando a varidvel independente correspondente € tempo, enquanto o termo

3% 4

“condi¢cdes de contorno” é mais usado quando a varidvel independente correspondente € posi¢do.
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sendo m a massa da particula, E sua energia mecanica (que, neste problema, é simplesmente sua
energia cinética) e i a constante de Planck, 4 (que € uma das constantes fundamentais da fisica),
dividida por 27 - ou seja, i = h/(2m). y(x) é uma funcdo cujo significado fisico exploraremos
mais adiante, nesta atividade, e esté relacionada a chamada fun¢do de onda da particula.36 Mas
tem algo que torna a equacdo diferencial em (50) diferente de uma equacao diferencial como
aquela em (26): a constante —2mE /h?, que multiplica y(x) no membro direito de (50), ndo
estd predeterminada, porque a energia E da particula ndo estd predeterminada; queremos, na
verdade, prever seus possiveis valores.’’ Assim, estamos interessados nio apenas em todas as
fungdes y(x) que satisfazem (50), (51) e (52), mas também nos valores correspondentes de E.
Muito bem, nossa experiéncia com funcdes trigonométricas nos traz, como boas candidatas,
funcdes como

y(x) = Acos(kx+9) (53)

y(x) = B) coskx + Bpsenkx, (54)

sendo A e k constantes positivas,38 e 9, By e B, constantes quaisquer - desde que B; ¢ B, ndo
sejam ambas nulas, € claro. Trabalharemos com essas duas solucdes tentativa, mas comegaremos
com a segunda, porque, como veremos, ela nos leva mais diretamente a solucio deste problema.
a) Mostre que y(x) em (54) satisfaz a equagdo diferencial em (50), desde que tenhamos

212

E = h—k (55)

2m
Vale enfatizar: como E, em (50), ndo é uma constante predefinida, mas a ser determinada,
dizemos que a condi¢@o para y(x) em (54) satisfazer a equagio diferencial em (50) é termos
E = h2k?/(2m), em vez de k = \/2mE /h. Vocé pode perguntar: e faz diferenca? Porque se k
pode assumir qualquer valor positivo, E também pode ter qualquer valor positivo. Mas veremos,
no item ¢, que a condi¢ao de contorno em (52) restringe os valores que k pode assumir. E essa
restricdo entdo limita os valores possiveis para a energia E da particula: veremos que se trata de
uma quantizacdo da energia: os valores que E pode assumir constituem um conjunto discreto
- ou seja, enumerdvel (ha o elemento 1, o elemento 2, o elemento 3, e assim por diante). E
veremos que esse conjunto, além de discreto, é também infinito.
b) Mostre que a condi¢@o de contorno em (51), aplicada a funcdo em (54), impde que a constante
Bj deve ser nula. E com isso ficamos com

y(x) = Bpsenkx. (56)

¢) Mostre que a condi¢@o de contorno em (52), aplicada a fung¢do em (56), impde que a constante
k s6 pode assumir os seguintes valores (lembrando que restringimos os valores que k pode

assumir a valores positivos):

k="" a=123,... . (57)
L

3%Para os curiosos: a fungdo de onda desta particula ndo é y(x), mas W(x,1) = y(x)e £/", sendo t o instante

considerado e i a unidade imagindria (que satisfaz a igualdade i> = —1). Exploraremos o significado de exponenciais
complexas na Parte V desta série (veja a nota de rodapé niimero 11). A fun¢io y(x) é usualmente chamada de
autofungdo.

37Para os que ja estudaram um pouco de dlgebra linear: a equagio diferencial em (50) é uma equacdo de
autovalor, enquanto aquela em (26) néo, percebe? A propésito, € por isso que a fungéo W(x) é usualmente chamada
de autofungdo.

38Se vocé realizou a Atividade 2-7, fica facil entender por que essa restrigio sobre A e k nio é realmente limitante.
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E com isso ficamos com
I8
w(x) :sten<%>, n=1,2,3,... . (58)

Veja que temos, de fato, y(x) = 0 para x = 0 e para x = L, independentemente do valor de n.
d) Substituindo (57) em (55), mostre que os valores possiveis para a energia E da particula sdo -
agora denotando E por E,, ja que had um valor de E para cada valor de n:

n*h?

n— Wv
Segundo a mecanica quantica, estes sao os tnicos valores que podemos obter em uma medi¢do
da energia da particula, se confinada entre x =0 e x = L.>*° Observe, pelo desenvolvimento
acima, que essa quantizag¢ao de energia € consequéncia desse confinamento.
e) O significado fisico mais comumente atribuido a fun¢éo y(x) é que a probabilidade P(a <
x < b) de encontrarmos, em uma medicao, a particula entre os pontos x = a e x = b (dentro do
intervalo [0, L], € claro) é:

n=1,23,.... (59)

Pla<x<b)= / (). (60)

Como a particula estd confinada entre x = 0 e x = L, € certo ela ser encontrada nesse intervalo, e,
portanto, P(0 < x < L) = 1. Segue que

L
PO<x<1)= [ wPdc=1. (61)
0
Substituindo (58) em (61), e agora denotando y(x) por ,,(x), obtenha:*"
2 nTx
_ 4.z e _ <x<
W (%) i\/:sen< - ) n=1,2,3,... (0<x<L). 62)

Em seguida, esboce (separadamente) essas autofuncdes paran = 1,2,3 e 4.4!

f) Passemos agora a solugdo tentativa em (53). Trabalhando com ela, obtenha as igualdades
(59) e (62). (Este item e os proximos demandarao atencao especial de sua parte, quanto ao rigor
matematico. Compare sua resolu¢do dos mesmos com as de seus colegas, ou com a de seu
professor ou sua professora.)

g) Considere, agora, que a particula estd confinada ndo entre os pontos x = 0 e x = L, mas entre
os pontos x = —L/2 e x = L/2 (sendo ainda L, portanto, a largura do pogo de potencial ou da
caixa unidimensional). Trabalhando com a soluc¢ao tentativa em (54), obtenha a igualdade (59) e
aigualdade

2
:l:\/j cos<n—m>, n=135,... . .
W (x) = L L <__ <x< 5) . (63)

5 <x<
:I:\/zsen<n—m>, n=2.4.56.,...
LT

3Nio significa que a particula ji possufa, antes da medicio, aquela energia que foi medida; a prépria medicio
pode ter produzido (segundo certas interpretacdes da mecanica quéntica - incluindo a interpretacdo mais comum,
que € a interpretagdo de Copenhague) o chamado colapso da fungdo de onda... Pesquise a respeito.

40Na pratica, ndo faz diferenca termos By = \/2/7 ouBy =— \/2/7’ porque nos célculos tipicos de mecanica
quéntica trabalhamos com a autofungéo elevada ao quadrado. Poderiamos, entdo, escolher By = 1/2/L. Mas, como
veremos no item g, ha uma vantagem em escrevermos By = £ \/2/7

#IE comum definirmos y(x) para todo x real. Neste caso, como a particula ndo pode ser encontrada fora do
intervalo (0,L), temos W, (x) = 0 parax < 0 ou x > L, e isto pode ser considerado no esbogo, para cada n, do gréfico

de y, (x).
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Em seguida, esboce (separadamente) essas autofungdes paran = 1,2,3 e 4. Compare com 0s
esbogos que vocé realizou ao final do item e, e perceba que temos aqui uma translacdo daqueles
gréficos, como esperado.*?

h) Novamente considerando que a particula estd confinada ndo entre os pontos x =0e x =L,
e sim entre os pontos x = —L/2 e x = L/2, mas agora trabalhando com a solug@o tentativa em
(53), obtenha as igualdades (59) e (63).

Em nossa opinido, a escolha que mais simplifica a resolucdo do problema desta atividade é
confinar a particula entre x =0 e x = L, e trabalhar com a solugdo tentativa em (54) - que foi o
que fizemos até o item e. A escolha menos favordvel é, possivelmente, aquela do item h. (Julgue
vocé mesmo, se realizou esta atividade por inteiro. Mas veja se vocé trabalhou com o rigor
matemdtico necessdrio.)

Atividade 2-13: Vimos, realizando as Atividades 2-1 e 2-2, que a partir da derivada de senx
podemos obter as derivadas de todas as demais fungdes trigonométricas (veja a Tabela 1). E vocé
deve lembrar que para obtermos a derivada de senx tivemos que calcular dois limites: aqueles
expressos em (12) e (14). Com a realizagcao desta atividade, vocé verd que o segundo deles pode
ser facilmente obtido uma vez que tenhamos obtido o primeiro, e isso torna o limite em (12)
ainda mais especial; ndo a toa ele € chamado de limite trigonométrico fundamental. Calcule
. l—cosH
lim ————
6—-0 O

multiplicando (1 —cos8)/6 por (1 +cos6)/(1+cosB) e reescrevendo a expressao resultante

como
sin© sen©
0 14+cosB /"’

Lembre-se que o limite do produto € igual ao produto dos limites (quando tais limites existem).
(Dica: em uma parte do desenvolvimento use a identidade sen?0 4 cos’6 = 1.)

Atividade 2-14: Quando trabalhamos com trigonometria no tridngulo retangulo, € muito comum
expressarmos angulos em graus - mais do que em radianos. Mas quando passamos as fungcoes
trigonométricas, a regra € trabalharmos apenas com argumentos em radianos. E estamos usando
a expressao “argumentos’ porque nao necessariamente as entradas das funcgdes trigonométricas
sao medidas de angulos. Por exemplo, temos sen (1/2) = 1 sem que /2 seja, necessariamente,
uma medida angular, mas apenas um nimero real (revise a observacado ao final da Atividade
2-6). Mas por que ha essa regra? Vimos, nesta subsecao, que as derivadas de todas as fungdes
trigonométricas podem ser facilmente obtidas uma vez que conhegamos a derivada da fun¢ao
f(x) =senx. E vimos que o cdlculo da derivada desta fun¢io envolve, de forma central, o célculo
do limite trigonométrico fundamental, expresso em (12). Mas o limite de (sen6)/6, quando 6
tende a 0, sé € igual a 1 com 0 expresso em radianos (se necessario, revise o desenvolvimento
que nos levou a igualdade (12)). Portanto, a igualdade [sen6]’ = cos® (ou [senx]’ = cosx) ndo
estd correta com 0 (ou x) expresso em graus, € isso compromete todos os resultados apresentados
na Tabela 1. Entdo € por isso que (praticamente) sempre trabalhamos, no cdlculo diferencial
e integral, com os argumentos das fungoes trigonométricas em radianos (no sentido de que,
por exemplo, sen (n/2) = 1, seja ©/2 uma medida angular ou nao). Saber disso, entendendo
bem a explicacdo que estd sendo dada aqui, € o suficiente, em principio. Mas serd interessante
explorarmos um pouco mais esse assunto, nesta atividade. Trata-se mais de uma curiosidade,

“2Nio chegariamos a esta conclusio sem o “+” em (62) e (63) - e estd aqui uma vantagem de seu uso naquelas
expressoes.
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contudo, do que algo que seja comumente usado na fisica.

a) Se quisermos trabalhar com funcdes trigonométricas com argumentos em graus, em vez de
radianos, devemos entender que estaremos lidando com funcdes distintas! Isso mesmo. Em
primeiro lugar, mesmo medidas angulares sdo nimeros puros - sejam elas expressas em graus ou
em radianos. Escrevemos, por exemplo, 180° ou t rad como um lembrete quanto a forma como os
angulos estdo sendo medidos; mas podemos escrever, simplesmente: cos 180 = —1, e cost = —1.
Perceba, porém, que com isso estamos usando uma mesma notacao para duas fungdes distintas!
Vamos entdo nos permitir criar, aqui, a seguinte nota¢do: uma fungao trigonométrica f(x) serd
denotada por f°(x) quando seu argumento estiver expresso em graus, em vez de radianos. Com
essa notagdo temos, por exemplo, cos® 180 = —1, e cosT = —1, e com isso fica claro que temos
duas func¢des distintas. Essa pequena sacada nos permite obter facilmente as derivadas de todas
as fungdes trigonométricas com os argumentos expressos em graus. Primeiro, convenga-se de
que (seguindo a sequéncia de funcdes na Tabela 1)

sen’x = sen(ix> cos®x = cos (l x> , etc.
1807/ 180

Em seguida, usando a regra da cadeia, obtenha (veja a Tabela 1):

[sen®x]" = %cosox, [cos®x] = —%sen"x, etc.
Conclusao: trabalhando com fungdes trigonométricas com os argumentos em graus, em vez de
radianos, devemos incluir o fator m/180 nos membros direitos das igualdades na Tabela 1 (e,
para evitar confusdo, € interessante usarmos uma notagdo alternativa para essas novas funcoes,
como a notagdo f°(x) que criamos aqui).
b) Neste item, faremos um teste numérico (rapido, simples, usando apenas uma calculadora

eletronica) do resultado
T
[sen®x)’ = ——cos®x.

180
Isso ird ajuda-lo ou ajudé-la a se convencer de sua validade; ou seja, deixara este resultado mais
concreto. Vamos 14? Podemos obter um valor aproximado para a derivada f’(x) de uma fungéo
f(x) substituindo a igualdade

)t LAY ()

Ax—0 Ax

pela aproximagio®®

flxt+Ax) = f(x)
Ax

, com Ax suficientemente pequeno.

flx) =~
O problema é que a expressao “‘suficientemente pequeno” € vaga: um valor de Ax que funciona
bem para uma determinada func¢do pode ndo servir para outra, entende? Mas quando conhecemos
bem a fun¢do, conseguimos estimar um valor para Ax que seja, de fato, suficientemente pequeno.
Uma andlise do gréfico da fungdo f(x) = senx, por exemplo, sugere que obtemos, com Ax =
0,000001, uma aproximagdo excelente para f’(x). Entdo podemos seguramente escrever:

sen(x+ Ax) — senx
Ax b

[senx]’ ~ com Ax = 0,000001.

435e f(x) =ax+b, com a e b niimeros reais quaisquer, obtemos um resultado exato, ndo um resultado aproximado,
concorda?
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Vamos confirmar isso? Usando uma calculadora, configurada para argumentos de fungdes
trigonométricas em radianos, e sabendo que a derivada de senx € cosx, verifique a qualidade
desta aproximagdo com x = /6, x = /4 e x = /3. Ou seja, preencha a Tabela 2, e verifique
se os valores obtidos na coluna do meio aproximam bem os valores correspondentes na coluna
da direita. Feito? Os resultados foram 6timos, ndo? Passemos a func¢do sen®x. Configurando

x | [senx]" ~ [sen(x+0,000001) — senx]/0,000001 | cosx
/6
/4
/3

Tabela 2: Atividade 2-14.

sua calculadora para argumentos de funcdes trigonométricas em graus, teste numericamente a
igualdade

T
[sen®x)’ = mcosox,

com x = 30, x = 45 e x = 60, usando, no membro esquerdo, a aproximagao

sen®(x + Ax) — sen’x

[sen®x]" ~ ~ ,

com Ax = 0,000001.

Ou seja, preencha a Tabela 3, e verifique se os valores obtidos na coluna do meio aproximam
bem os valores correspondentes na coluna da direita. Gostou do resultado? Entenda que o que
mais nos interessa, aqui, nao € a qualidade da aproximacdo (embora ela seja excelente), e sim o
teste numérico da validade da igualdade [sen’x]’ = (1t/180) cos®x. Mas, como uma tarefa final,
observe, adicionalmente, que Ax = 0,000001 produz aproximagdes melhores para [sen®x]’ que
para senx. Vocé entende por qué? Discuta com seus colegas.

x | [sen®x]" ~ [sen®(x+0,000001) — sen®x] /0,000001 | (7/180)cos®x
30
45
60

Tabela 3: Atividade 2-14.

2.2.3 Como calcular a derivada de uma funcao inversa; a regra da cadeia revisitada

Estamos considerando, aqui, que vocé conhece bem o topico fungédes inversas ao nivel do
ensino médio - ou seja, que vocé compreende o conceito de funcdo inversa, que sabe que uma
funcdo f(x) s6 é inversivel (ou invertivel) se ela € bijetora (injetora e sobrejetora), que conhece
o caminho padriio para a obtengdo de f~!(x) a partir de f(x), e que sabe que os grificos de
f(x) e f~!(x) sdo simétricos em relacfio a bissetriz dos quadrantes 1 e 3. Estamos considerando,
adicionalmente, que vocé estudou o topico composicdo de funcéoes, e que entende as igualdades

) =x e fHfx)=x (64)

Se nada disso faz sentido para voc€, fagca uma pausa em seu estudo desta subsecdo, e se dedique
a um estudo dos topicos composigdo de fungoes € fungodes inversas, ao nivel do ensino médio.
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Muito bem, nosso objetivo, nesta subsecao, ¢ obter uma férmula para o cdlculo da derivada
de f~!(x) - que denotamos por (f~!)'(x) -, considerando que temos a expressio para f’(x).
Faremos isso de duas formas: primeiro, usando a notacdo de Leibniz, e depois derivando ambos
os membros da primeira das igualdades em (64).

Seja f uma fungio inversivel, e seja y = f~1(x) - e, portanto, x = f(y). Temos:
dy 11 1
de dx/dy () )

Alternativamente, derivando ambos os membros da primeira das igualdades em (64),
obtemos (fazendo uso da regra da cadeia):

() (65)

FT N =K = £ @U@ =1= (V&) =57 (66)
S (1)
Esteja certo, ou certa, de ter entendido bem o uso da regra da cadeia, acima. Talvez uma
breve revisdo ajude, se vocé ndo entendeu bem este desenvolvimento. Seja y uma fungado de u, e
u uma fungao de x. Temos (Silva & Peixoto 2020):

dy dydu
dx dudx ©7)

ou seja, a derivada de y em relacdo a x é igual a derivada de y em relagcdo a u vezes a derivada
de u em relacdo a x. Podemos reescrever esta igualdade com y = f(u), u = g(x) e, portanto,

y = f(g(x)). Temos:

u=gl) = =g,
y=f) = =70 =), e

v=1lg) = L =[]

Podemos entdo reescrever a igualdade (67), relativa a regra da cadeia, como

[f(g(x))) = f'(8(x))g' (x). (68)

Esta igualdade tem uma forma que pode parecer mais complicada que a forma da igualdade
equivalente (67), mas a igualdade (68) se assemelha muito a como costumamos usar a regra da
cadeia na pratica. Perceba isso neste exemplo, em que f(x) = x* e g(x) = 5x° — x, e, portanto,

f(g(x) = (g(x))* = (5x° —x)*:

(8(x)) /'(8(x)) g )
(563 — %)Y =4(5x° —x)3 (15x2 — 1).
8(x)

Veja como derivamos a fungdo (5x° —x)* como se a base fosse x, em vez de g(x) = 5x° — x (e daf
a expressdo f’(g(x))), e entdo multiplicamos o resultado pela derivada da “fun¢do interna” g(x)
- ou seja, por g'(x).** Entenda que f'(x) = 4x°, e, portanto, f'(C]) = 4013, qualquer que seja a

#Chamamos g(x) de “fungio interna”, aqui, devido 2 composigdo f(g(x)).
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entrada “[0” que faga sentido; troque [J por g(x), e o resultado é f'(g(x)) = 4(g(x))>. Voltando
a igualdade (68), no caso particular em que g(x) = f~!(x) obtemos:

) = o) W),
igualdade esta que foi usada no desenvolvimento em (66).

Vamos por em destaque o resultado obtido em (65) e em (66):

-1 '(x) = 1
U = Sy (69)

Vejamos um exemplo. A fungio f(x) = x>, com x > 0, é inversivel, e sua inversa é

(verifique) £~1(x) = y/x, com x > 0. Queremos calcular (f~!)'(x) fazendo uso da igualdade
(69). Vejamos:

I =1y — 1 — 1

VAU ) T e

Como f'(x) = 2x, temos que f'(1/x) = 24/x. Segue que

que € um resultado que vocé deve conhecer - ou, se ndo, pode facilmente obter com o uso da
regra da poténcia; veja:

CTanl Yapag 1 gp 1 1
VAT = [f2] = 3l = S = =

E interessante observar que também podemos obter, de uma forma muito simples, a derivada de
\/x (e de outras fungdes inversas) sem a necessidade de memorizagéo da igualdade (69), fazendo
uso da notacdo de Leibniz:

_ o _ 11

Muito bacana, nao acha?

Passemos a um segundo exemplo - este bem mais interessante que o primeiro, porque nao
teremos uma “regra da poténcia” (ou algo similar) como alternativa. Vamos calcular a derivada
da func@o arctgx, que € a inversa da fungdo f(x) = tgx restrita ao intervalo aberto (—n/2,7/2)
(veja a Fig.6). Fazendo uso da igualdade (69), obtemos:

1 1
fU1x)  f(aretgx)”
Como f'(x) = [tgx]’ = sec®x (veja a Tabela 1), temos que f’(arctgx) = sec?(arctgx), e, portanto,

1

[arctgx] = (1) (x) =

tgx] = ———. 71
larctg sec2(arctgx) 1
Alternativamente, usando a notacdo de Leibniz, em vez de a igualdade (69):
dy 1 1 1
= arctgx = [arctgx] = = = = = . 72
JZares [arctg ] dx dx/dy sec?y sec?(arctgx) 72)

x=tgy
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Muito bem, chegamos a uma expressao para a derivada do arco tangente, certo? Sim, mas este
resultado pode ser melhorado - e muito! A sacada € buscarmos uma identidade trigonométrica que
relacione a secante (lembre-se que secx = 1/cosx) a tangente, pois tg (arctgx) = x, concorda?
(Veja as igualdades em (64).) Partindo da identidade trigonométrica senZx+ cos?x = 1, dividindo
ambos os membros por cos”x obtemos:

’ sen’x  cos’x 1

senxy 2 1\?
COS“X COS“Xx COS~ X COSX COSX

tgzx—ir 1= seczx,

senzx + cos

que podemos reescrever como
sec’x =1+ tg 2x,
Logo,
sec’(arctgx) = 1 +tg?(arctgx) = 1 + [tg (arctgx)]> = 1 +x°. (73)
Substituindo (73) em (71) obtemos, finalmente (daremos destaque a este resultado na subsecao

2.2.4),
1

1+x2
Um resultado bem mais interessante do que aquele expresso em (71), concorda?

[arctgx]’ = (74)

Atividade 2-15: No inicio desta subsecdo dissemos que estamos considerando, aqui, que vocé
sabe (de seus estudos de matematica ao nivel do ensino médio) que os graficos de uma fungao
f(x) inversivel e sua inversa f~!(x) sdo simétricos em relaciio a bissetriz dos quadrantes 1 e 3 (a
reta de equacdo y = x). Vamos explorar essa simetria nesta atividade, através de um exemplo.
Seja f(x) = x%, com x > 0. Vimos que esta fungo é inversivel, e que sua inversa é f~!(x) = \/x,
com x > 0. A Fig.9 apresenta os gréficos de f(x) =x?e f~!(x) = \/x (com x > 0), com destaque
para os pontos A = (1/4,1/16) e A = (1/16,1/4), respectivamente. A figura também mostra
as retas fa e 75 tangentes aos gréficos de f(x) e f~!(x) nos pontos A e A, respectivamente.
Convenga-se, pela simetria da figura formada pelos grificos de f(x) e f~'(x),de que # =8, e, a
partir desta igualdade, obtenha:

que ¢é a igualdade (69) para x =x; = 1/16.

Figura 9: Atividade 2-15.
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E claro, este desenvolvimento nio se aplica apenas a xz = 1/16, mas a todo x no dominio da
fungdo f~!(x) - o que nos leva 2 igualdade (69). Realizando esta atividade, vocé terd chegado,
portanto, a igualdade (69) através de uma andlise geométrica, € como consequéncia de uma
simetria. Bacana, ndo acha? (Dica: lembre-se de que a derivada de uma fun¢do f(x), para x = xp,
€ igual ao coeficiente angular da reta tangente ao grafico de f no ponto P de abscissa xp (Silva &
Peixoto 2020). Adicionalmente, observe que tg(m/2 —0) = 1/tg.)

Atividade 2-16: Seja f(x) uma funcdo inversivel ndo idéntica & sua inversa f~!(x).*> Mostre, a
partir da igualdade (69), que se o grifico de f(x) e o grifico de f~!(x) se cruzam em um ponto

P, de abscissa xp, entdo .
—1v/
xXp) = ——.
(Y () = s

Verifique esta igualdade para o exemplo apresentado na Fig. 9.

A préxima subsecdo € uma continuagdo natural desta subsecao e da anterior, mas vocé pode
considerar passar diretamente a subsecao 2.2.5, por ter aplicagdo mais imediata em fisica basica.
Neste caso, contudo, planeje estudar a subse¢do 2.2.4 em algum momento; nio a deixe de fora
de seus estudos, porque ela também € importante para a fisica (como tudo o que se encontra nos
textos relativos ao projeto Matemdtica para Fisica).

2.2.4 Calculo com funcdes trigonométricas inversas

Na subsec¢do 2.2.2 - mais especificamente no item e da Atividade 2-8 - fizemos uma pequena
digressdo para mostrar que embora a fun¢do tgx ndo seja inversivel (veja seu grafico na Fig.5),
podemos restringir seu dominio para que a nova fung¢io assim obtida possua uma inversa: a
fungdo arctgx (veja a Fig.6). Vamos aplicar a mesma ideia, aqui, as fungdes trigonométricas
senx e cosx.*0

A Fig. 10 mostra os graficos das fungdes senx e cosx, as restricdes padrao em seus dominios
para tornar inversiveis as novas funcdes assim obtidas, e os grificos dessas funcdes inversas -
lembrando que o grifico de uma funcio f(x) inversivel e o gréfico de sua inversa f~!(x) sdo
simétricos em relacdo a bissetriz dos quadrantes 1 e 3.

A escolha padrao é restringir o dominio da func@o senx ao intervalo fechado [—m/2,7/2], e
a inversa da fun¢do senx assim obtida € a fun¢do arco seno, arcsenx (veja a Fig. 10a). Entdo a
fungdo arcsenx estd definida para —1 < x < 1, e sua imagem é o intervalo fechado [—7/2,7/2].
E interessante visualizarmos isso, de forma complementar, como ilustra a Fig. 1 la: imagine o
ponto P movendo-se sobre a circunferéncia trigonométrica, de A a B. Com isso, a ordenada

4SH4 fungdes que sdo idénticas as suas inversas; elas sdo chamadas de involugdes ou fungdes involutivas, e
satisfazem a igualdade f(f(x)) = x para todo x no dominio de f (veja as igualdades em (64)). Sdo exemplos de

involugdes: f(x) =x, f(x) = —x, f(x) =1/xe f(x) = —1/x. Sdo também fung¢des idénticas as suas inversas:
f(x)=—x+be f(x) =a/x, em que a é um nimero real ndo nulo qualquer e » é um nimero real qualquer. E claro,
comb=0,a=1ea= —1 recaimos nas fungdes f(x) = —x, f(x) = 1/xe f(x) = —1/x, respectivamente. Vocé

identifica mais alguma funcéo idéntica a sua inversa? Um exemplo menos trivial é f(x) = x/(x — 1) - embora se
trate, simplesmente, da func¢do f(x) = 1/x transladada uma unidade “para a direita” e uma unidade “para cima’
(como veremos na Parte II-B desta série). Perceba que qualquer funcio cujo grafico é simétrico em relac@o a reta de
equacdo y = x (a bissetriz dos quadrantes impares) € uma involugdo.

46 Também podemos restringir os dominios das outras trés funcdes trigonométricas - as funcdes secx = 1 / cosx,
cossecx = 1/senx e cotgx = 1/tgx - para que as novas fungdes assim obtidas sejam inversiveis; mas as inversas
dessas funcdes modificadas - as fungdes arco secante, arco cossecante e arco cotangente, respectivamente - sao
bem menos usadas em fisica, e, assim, ndo trabalharemos com elas neste texto. Se vocé necessitar de alguma delas
em algum ponto de sua jornada, ndo serd demais fazer uma pausa para estuda-la, certo?

>
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de P - que denotamos por x, em vez do usual “y” para ordenadas - varia de —1 a 1, e o
“angulo” correspondente ® = arcsenx varia de —m/2 a m/2. Portanto, a fun¢io arco seno
associa cada x € [—1,1] aum 0 € [-n/2,n/2], da forma indicada na Fig.11a. Temos, por
exemplo, arcsen (1/2) = 1/6, porque, dentro do intervalo [—1/2,7/2], 0 “arco” (o “angulo” ou
o0 “argumento”) cujo seno é 1/2 é n/6. Alids, esta é uma boa dica para ler a fun¢do arco seno:
arcsenx € o “arco” cujo seno é x, dentro do intervalo [—m/2,7/2).

Figura 10: (a) Graficos da funcio senx, da fungdo senx restrita ao intervalo fechado [—nt/2,7/2] - aqui
denotada por sen, x -, € de sua inversa, sen, ! x = arcsenx. (b) Gréficos da funcdo cosx, da funcdo cosx

restrita ao intervalo fechado [0, 7] - aqui denotada por cos; x -, e de sua inversa, cos; ! x = arccosx.

Figura 11: Uma forma de visualizarmos as fung¢des arco seno e arco cosseno: (a) 6 = arcsenx, com x
variando de —1 a 1 (o que corresponde ao ponto P mover-se de A a B); (b) ¢ = arccosx, com x variando
de —1 a 1 (o que corresponde ao ponto Q mover-se de C a D).

Para a funcio cosx, a escolha padriio é restringir o dominio ao intervalo fechado [0,7n],*’ e
a inversa da fungdo cos; x assim obtida € a funcdo arco cosseno, arccosx (veja a Fig. 10b). Entao
a fungdo arccosx estd definida para —1 < x < 1, e sua imagem € o intervalo fechado [0, 7. E
interessante visualizarmos isso, de forma complementar, como ilustra a Fig. 11b: imagine o
ponto Q movendo-se sobre a circunferéncia trigonométrica, de C a D. Com isso, a abscissa x de
Qvariade —1 a 1, e o “angulo” correspondente ¢ = arccosx varia de T a 0. Portanto, a funcdo
arco cosseno associa cada x € [—1,1] aum ¢ € [0,x], da forma indicada na Fig. 11b. Temos,
por exemplo, arccos (1/2) = m/3, porque, dentro do intervalo [0,7], 0 “arco” (o “4ngulo” ou o

#TPerceba que restringindo o dominio da fungiio cos x ao intervalo [—7/2,7/2] ndo obtemos uma fungo inversivel.
A escolha do intervalo [0, 7] é, portanto, natural - embora ndo seja a Gnica possivel; poderiamos ter escolhido, por
exemplo, o intervalo [—m, 0], mas esta néo € a escolha padrio (ndo é a adotada em sua calculadora eletrdnica, por
exemplo).
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“argumento”) cujo cosseno é 1/2 é m/3. E esta é uma boa dica para ler a funcdo arco cosseno:
arccosx € o “arco” cujo cosseno € x, dentro do intervalo [0,T|.

Estamos prontos para o cdlculo das derivadas das funcdes arcsenx e arccosx. E o que vocé
fara, realizando a Atividade 2-17.

Atividade 2-17: a) Na subsecao 2.2.3 mostramos que (veja a igualdade (74))

, 1
[arctgx]’ = e (xeR). (75)

Seguindo desenvolvimentos semelhantes, mostre que

1

[arcsenx]’ =
1 —x?

(—l<x<1) (76)

1
V1—x2

b) Lembrando da interpreta¢do geométrica da derivada f’(x) como o coeficiente angular da
reta tangente ao grafico de f(x) no ponto de abscissa x (Silva & Peixoto 2020), convenga-se
de que as expressdes para [arctgx]’, [arcsenx] e [arccosx] em (75), (76) e (77) estdo de acordo
com o que poderiamos esperar - qualitativamente - a partir dos graficos nas Figs.6b, 10a e 10b,
respectivamente.

[arccosx] = — (—1<x<1). (77)

Atividade 2-18: a) Comparando as igualdades (76) e (77), podemos obter uma relagdo entre
as func¢des arco cosseno e arco seno: arccosx = —arcsenx + C, em que C é uma constante a ser
determinada; afinal, duas fungdes que possuem a mesma derivada (no caso, arccosx € —arcsenx)
diferem entre si apenas por uma constante aditiva. Escolhendo um valor para x no intervalo
[—1, 1] (hd vérias op¢des interessantes), mostre que C = /2, e, portanto,

b
arccosx = 5~ arcseny (—1<x<1). (78)

b) Visualize esta relacdo na Fig. 10. (Dica: obtemos o grafico de —arcsenx refletindo o grafico
de arcsenx em relacdo ao eixo x.)

¢) Obtenha a igualdade (78) diretamente a partir da Fig. 11 (portanto, sem fazer uso de calculo
diferencial). (Dica: combine a Fig. 11a e a Fig. 11b em uma mesma figura, considerando que o
valor de x € o mesmo nas duas.)

d) Obtenha a igualdade (77) a partir das igualdades (76) e (78).

Atividade 2-19: a) Convenca-se de que

Flx) = 1+1x2 (x€R) —> F(x)=arctgx+C (x€R) (79)
(&
f(x):\/ll__xz (Cl<x<l) — F(x)=arcsenx+C (—1<x<1),  (80)

em que C € uma constante arbitraria. (Atencdo: ndo é para calcular essas antiderivadas; apenas
para fazer uso do que vocé viu acima sobre derivadas de funcdes trigonométricas inversas. Por
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isso o enunciado desta atividade comeca com “Convenca-se de que”’, em vez de “Mostre que”.)
b) Adicionalmente, convenga-se de que podemos reescrever (80) como

f(x):; (-l<x<1) = F(x)=—arccosx+C (—1<x<1). (81)

V1—x2

Isso mostra que as antiderivadas de 1/+/1 —x? podem ser expressas com o uso de arcsenx ou de
arccosx - o0 que nao € uma surpresa, devido a relagdo em (78). De modo similar, temos:

1
f(x):_\/l———xz (-l<x<1l) = F(x)=arccosx+C (—1<x<1) (82)
e
flx)=— ! (—-l<x<1l) = F(x)=—arcsenx+C (—1<x<1), (83)

V1—x2

em que C € uma constante arbitraria.

Atividade 2-20: a) Tendo realizado a Atividade 2-19, obtenha, por inspecdo, as antiderivadas de

1) = g WeB) e g”):m (~1/a<x<1/a),

sendo @ uma constante positiva.
b) Agora obtenha, também por inspec¢ao, as antiderivadas de

1
X)=——— (xER) e gx) = ———— (-A <x <A),
1) = 1y WER) € o) = e | )
sendo A uma constante positiva.
¢) Por fim, obtenha as antiderivadas de
1
f(x) ~ a2 (xreR) e glx)= T2 (—A <x<A),

sendo A uma constante positiva. (Dica: manipule as expressoes para f(x) e g(x) de modo a obter
as expressoes para as fungdes no item b, multiplicadas por uma constante.)

Atividade 2-21: Vocé esteve ocupado com o oscilador harmoénico nas atividades 2-6 a 2-9.
Vamos revisar o que interessa, daquelas atividades, para a realizacdo da atividade atual. Na
Atividade 2-6, dissemos que todo movimento em que a posi¢ao x varia com o tempo ¢ segundo

x(t) = Acos(wr +9),

em que A, ® e O sdo constantes - as duas primeiras positivas e a ultima podendo ser positiva,
negativa ou nula -, € denominado movimento harmonico simples (MHS).48 Na Atividade 2-7,
vimos que a fung¢do seno pode ser usada no lugar da fungo cosseno, na expressao para x(t) de
uma particula em MHS; ou seja, podemos, alternativamente, escrever:

x(t) = Asen(®r +9).

#E claro, podemos denotar posi¢io usando outras letras; no precisa ser “x”. E ndo é necessdrio que o MHS
seja simétrico em relagdo ao ponto x = 0. Também temos um MHS em x(¢) = Acos(®? +3) + B, em que B é uma
constante qualquer, com dimensdo de comprimento. Neste caso, 0o MHS é simétrico em relagio ao ponto x = B.
Mas, por simplicidade, fazemos quase sempre B = 0.
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Na Atividade 2-8, mostramos que uma particula de massa m sujeita a uma forca resultante com a
direcdo do eixo x, e cuja componente x obedece a lei de Hooke,

Fres, = —kx,
sendo k uma constante positiva, realiza um MHS de frequéncia angular

k
W=1/—.
m

Nesta atividade, faremos algo semelhante ao que fizemos na Atividade 2-8, mas trabalhando
com energia, em vez de forca. Mais especificamente: nesta atividade vocé mostrard que uma
particula se movendo ao longo do eixo x com energia mecanica E constante e energia potencial
U(x) = kx*/2 (k > 0) - que vocé deve reconhecer como “energia potencial eldstica” - realiza um
MHS.

a) Partindo darelacgio E=K+U,emque U =U(x) e K = mv% /2, com v, = dx/dr, obtenha a
seguinte igualdade:

vx(x)::t\/g\/E—U(x). (84)

A ambiguidade no sinal de v,(x), na expressdo acima, existe porque considera¢des de energia
nao podem determinar o sentido da velocidade, percebe? Afinal, a energia cinética K envolve
apenas o modulo da velocidade (além da massa da particula, € claro).

b) A Fig. 12 mostra o grafico da energia potencial U (x) da particula, e também indica, por uma
linha horizontal, sua energia mecanica E, suposta constante. Como, necessariamente, temos
U (x) < E, pois ndo existe energia cinética negativa (observe, inclusive, que ndo podemos ter
U(x) > E naigualdade (84)), a particula estd confinada entre os pontos x = —A e x = A.* Em
x=—-Aeemx=Atemos U = E, e dai segue a relacao

1
E= Ech2, (85)

importante no estudo do oscilador harménico. Vamos considerar que entre os instantes o =0 e ¢
a particula se move sempre em um mesmo sentido, dentro do intervalo [—A,A]: da posi¢do x
a posicdo x. Com isso temos, entre fo = 0 e 7, vy > 0 (e, neste caso, x > xp) ou v, < 0 (e, neste
caso, x < xg), mas nenhuma troca no sinal de v,. A constancia do sinal de v,, entre tro =0 e ¢,
garante que, nesse intervalo de tempo, v, € fun¢ao da posicao da particula, concorda? (Veja a
igualdade (84).) Com a consideragdo acima, e partindo da igualdade v, = dx/dr, obtenha:

[ di

Perceba que esta igualdade ndo faria sentido se v, ndo fosse fung¢ao da posicao da particula -
denotada por ¥ no integrando -, porque haveria ambiguidade quanto ao valor de v, para X em
algum intervalo entre xp € x. E vy ndo € funcdo da posi¢do da particula se o sinal de v, muda, no
deslocamento da particula de xg a x, ndo é?

¢) Agora, substituindo (84) em (86) obtenha

X
m dx
t==%4/= / ————, sendo o sinal no membro direito o sinal de v,. (87)
2 — ~
g VE-U(%)

49 Rigorosamente, o grifico de U (x) deveria terminar nos pontos de abscissas —A e A; mas é uma pratica comum,
na fisica, esbogcarmos o gréfico da fungio U(x) sem considerarmos o valor de E. E uma forma de visualizarmos o
que ocorre ao alterarmos o valor da energia mecanica da particula.
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A igualdade (87) é muito interessante, porque se conseguirmos calcular a integral na mesma,
supondo conhecida a fungdo U (), e se conseguirmos resolver a equagdo resultante para x,
obteremos x(t).>°
d) Nesta atividade temos

U(%) = k&2 /2. (88)

Considerando vy > 0, substitua (85) e (88) em (87), calcule a integral resultante € com isso
obtenha uma equacao relacionando ¢ e x. (Dica: faca manipulacdes no integrando e use um dos
resultados que vocé obteve ao realizar a Atividade 2-20. Trabalhe com um arco seno, em vez de
com um arco cosseno. Deixaremos o arco cosseno para o item f.)

e) Resolvendo, para x, a equagdo encontrada no item d, obtenha:

x=Asen(wr+9), com A=+/2E/k, ®= \/g e & =arcsen(xg/A), (89)

estando xg entre —A e A.

Figura 12: Atividade 2-21.

Por enquanto, o resultado em (89) s vale para os instantes ¢, a partir de 7o = 0, nos quais vy > 0
(revise o item d).>! Podemos estender esse intervalo de tempo o méaximo possivel fazendo
x = —A parat = 0, e, com isso, o resultado em (89) € valido até o instante t em que x = A
(porque com isso garantimos v, > 0). A sacada € que, a partir dai, 0 movimento se inverte, e de
modo totalmente simétrico®” - simetria essa que a fun¢iio em (89) ja possui! Ou seja, ela ja da
conta dessa simetria! A conclusdo é que o resultado em (89) vale para todo instante  em que o
movimento existir. Com isso, resolvemos completamente o problema do oscilador harmonico,
fazendo uso da igualdade (87).3

f) No item d, poderiamos ter usado a fungdo arco cosseno, em vez da funcio arco seno, e com
isso teriamos obtido (naturalmente) uma fungdo cosseno em (89), em vez de uma fungao seno.

30Se houver, no movimento considerado, e no intervalo de tempo considerado, uma mudanga no sinal de vy, ndo
poderemos usar a igualdade (87), pois a igualdade (86) - da qual ela deriva - ndo serd valida, ja que ndo teremos v,
como uma fun¢do da posi¢ao da particula. Mas, como veremos, isso nao serd um problema nesta atividade.

S1Podemos incluir a igualdade, v, = 0, porque sabemos que em x = —A e em x = A a particula estd em repouso.

32Convenga-se disso observando que, na igualdade (84) (com U (x) = kx?/2), para um mesmo valor de x (entre
—A e A) temos dois valores possiveis para vy, mas de mesmo modulo.

53Para os leitores mais atentos: ainda temos, em (89), com & = arcsen(xp/A), a restri¢do de que v, > 0 parat = 0.
Se quiser checar, calcule v, = dx/dt para t = 0. Contudo, essa restri¢do pode ser eliminada com uma modificagdo
no valor de 3. O que importa é que temos, aqui, a solu¢do completa do problema do oscilador harménico, porque
mostramos que a fungfo x(f) em (89) vale para todo instante ¢ - positivo, negativo ou nulo - em que 0 movimento
existir. Com isso, podemos mudar o instante em que “zeramos o crondmetro” mudando o valor de 9, entende?
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Mas, vocé sabe, podemos passar de senos para cossenos (e vice-versa) facilmente, na descri¢ao
de um MHS, como vimos realizando a Atividade 2-7. Contudo, serd um bom treino para vocé
refazer o que pede os itens d e e, mas, desta vez, fazendo uso de um arco cosseno, em vez de um
arco seno. Obtenha, ao final:

x=Acos(wr+3), com A=+/2E/k, ®= \/E e 0= —arccos(xg/A), (90)
m

estando xg entre —A e A.

Atividade 2-22: Encerramos nosso trabalho com o oscilador harmoénico. Mas vamos explorar
um pouco mais, nesta atividade, a igualdade (87) (releia o texto em itdlico logo apds a mesma).
a) Vamos iniciar com o caso trivial de uma particula livre, para a qual podemos fazer U = 0.
Obtenha, a partir da igualdade (87), a seguinte igualdade:

X = Xxqg + vyt, v, constante,

que € o resultado esperado.

b) Agora, consideremos uma particula em queda livre, abandonada em repouso no instante
t = 0. Adote como o eixo x um eixo vertical apontando para baixo, e com origem no ponto
em que a particula é abandonada em repouso. Entao fazendo U (X) = —mgx em (87) (sendo g
o modulo da aceleracdo da gravidade local), calculando a integral resultante, e resolvendo a

equacao decorrente para x, obtenha
1

2
X= =gt
2g )
que ¢ o resultado esperado, ndo é? Adicionalmente, mostre que o resultado obtido para x(r) é o
mesmo com U (¥) = —mgx + Up, em que Uy € uma constante nao necessariamente nula. (Dica

para esta tltima parte: ndo é necessario refazer todas as contas.)

2.2.5 Calculo com funcoes exponenciais e com func¢oes logaritmicas

Funcoes exponenciais

Dizemos que uma fun¢do f(x) é uma fungdo exponencial de base b se
fx)=b", comO0<b#1 e xeR. 1)

Assim, s@o exemplos de fun¢des exponenciais:

=2 e g=(1)=m=3"
X) = c X)) = — —_ — = .
8 3) 7 3
(Naturalmente, estamos supondo que vocé sabe fazer manipulagdes algébricas como as apresen-
tadas acima, relativas as expressdes equivalentes para g(x).)

Vocé pode perguntar: qual € a necessidade da restri¢do 0 < b # 1, na defini¢do em (91)?
Vejamos. Se esta restri¢do nao € satisfeita, temos b < 0 ou b = 0 ou b = 1. Vamos analisar cada
caso. (1) Com b < 0, b* ndo é um nimero real para todo x real. Por exemplo, com b = —4 e
x = 1/2 terfamos: b* = (—4)1/2 = \/—4, que ndo é um nimero real. (2) O caso em que b =0
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seria igualmente problematico, porque 0* = 0 para todo x real positivo, 0 pode ser definido como
1 ou ndo ter significado (dependendo do contexto), e 0* ndo estd definido para x < 0. (3) Com
b =1 teriamos: b* = 1* = 1, para todo x real. Ou seja, com b = 1 teriamos uma fung¢ao constante
- que nao faria muito sentido ser considerada um caso particular de uma fun¢ao exponencial,
concorda?

E muito importante conhecermos bem os dois tipos de grafico de uma funcdo exponencial
de base b, f(x) = b* (com 0 < b # 1). Eles estdo ilustrados na Fig. 13. Temos um grafico do
primeiro tipo quando b > 1 (escolhemos b = 2, na Fig. 13a), e um gréfico do segundo tipo quando
0 < b < 1 (escolhemos b = 1/2, na Fig. 13b). Convenga-se disso substituindo alguns valores
para x em 2* e em (1/2)*. Observe que nos dois tipos de grifico temos f(0) = 1, qualquer que
seja o valor de b (com 0 < b # 1). Observe também que temos f(x) > 0 para todo x real.

Figura 13: Exemplos dos dois tipos de grifico de uma func¢do exponencial de base b (0 < b # 1): (a)
quando b > 1 e (b) quando 0 < b < 1.

Atividade 2-23: a) Na Fig. 14a temos os graficos de trés fun¢des exponenciais de base maior
que 1. Escreva as bases b1, b, e b3 em ordem crescente. Dai, visualize como o grafico de uma
fungdo f(x) = b*, com b > 1, muda quando aumentamos ou diminuimos o valor de b.

b) Na Fig. 14b temos os graficos das fungdes b, *, b, * e b;*, com os mesmos by, b e b3 do
item a (todos maiores que 1). Perceba que estas trés funcdes sdo fungdes exponenciais de bases
1/by, 1/by e 1/b3, respectivamente, mas na fisica é muito comum escrevermos uma fungio
como (1/b1)*, com by > 1, na forma b; *. Sua tarefa neste item & visualizar, com o auxilio da
Fig. 14b, como o grafico de uma fungdo f(x) = b™*, com b > 1, muda quando aumentamos ou
diminuimos o valor de b (d€ atenc¢do tanto a regido x < 0 quanto a regido x > 0). Treine um
pouco, que € muito util, para um fisico ou uma fisica, conseguir realizar esse tipo de visualiza¢do
rapidamente.

¢) Como um complemento da atividade realizada no item b, use um programa como o Geogebra
para plotar o grafico de f(x) = b, com o pardmetro b > 0 livre para variar - digamos, de 1/5
a 5. No Geogebra vocé pode, inclusive, facilmente gerar uma animac¢do, com o valor de b
oscilando entre 1/5 e 5. Vocé verd que o caso b = 1 - que estd excluido na defini¢do de uma
fungdo exponencial (ja que 1* = 1 para todo x real), mas que o Geogebra considera - tem aqui
um significado bem interessante: sem ele haveria uma “lacuna” (uma “descontinuidade”) nessa
animacao (embora isso talvez ndo fosse facilmente perceptivel).
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Figura 14: Atividade 2-23.

Funcoes logaritmicas

A inversa de uma fun¢do exponencial de base b, b* (com 0 < b # 1 e x € R), é a funcdo
logaritmica de base b,
log,x, comO<b#1 e x>0.

Veja:
y=f(x)=b" (0<b#1) = x=f !(y)=log,y (sendoy >0, poisy=b* > 0)

trocando
“y™ por “x”

f1(x) =log,x (sendo x > 0).
Dizemos, portanto, que uma fungdo f(x) é uma fungdo logaritmica de base b se
f(x)=logyx, comO<b#1 e x>0. (92)
Assim, s@o exemplos de funcdes logaritmicas:
f(x)=log,x e g(x)= log%x.

Obviamente, estamos supondo, aqui, que vocé estudou logaritmos, ao nivel do ensino
médio, ou o que esta escrito acima nao faz o menor sentido para vocé.>* Em todo caso, faremos,
a seguir, uma breve revisao de logaritmos, e s6 entdo retomaremos o0 nosso estudo das fungdes
logaritmicas.

Logaritmos: uma breve revisao

Essencialmente, logaritmos sdo expoentes. Dizemos, por exemplo, que o logaritmo de
8 na base 2 é 3 - e escrevemos™ log, 8 = 3 - porque ao expressarmos o nimero 8 como uma
poténcia de base 2, elevamos esta base ao expoente 3; afinal, 23 =8. Um segundo exemplo:
dizemos que o logaritmo de 4 na base 1/2 é —2 - e escrevemos log,; /24 = —2 - porque ao

>4Também estamos supondo que vocé estudou a subsecio 2.2.3. Ela é pré-requisito para esta subsegio.
>Lembre-se: lemos “log, 8” como “log de 8 na base 2”.
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expressarmos o nimero 4 como uma poténcia de base 1/2, elevamos esta base ao expoente —2;
afinal, (1/2)72 =4.
Por padrdo, na expressao
logb a,

temos 0 < b # 1 e a > 0. Esta restricdo, sobre os valores de a e de b, se justifica porque
nos interessa trabalhar com a funcio real log, x, e, como vimos acima, ela esta definida para
x>0, com 0 < b # 1. Contudo, poderiamos dizer, por exemplo, que log_,(—8) = 3, pois
(=2)3 =(=2)-(=2)-(—2) = —8. E isso est4, de certa forma, correto; mas nio se trata da fun¢io
logaritmica como inversa da funcao exponencial real (por termos, na expressao log_,(—8), tanto
uma base, —2, negativa como um logaritmando, —8, negativo). Curiosamente, quando traba-
lhamos com nimeros complexos, a igualdade log_,(—8) = 3 é uma das infinitas possibilidades
para a expressao log_z(—S).56 Mas daqui pra frente, neste texto, todo logaritmo serd calculado
para um nuimero real positivo, considerando-se uma base positiva e diferente de 1. Algumas
vezes vocé sera lembrado ou lembrada disso; outras, nao.

Atividade 2-24: Convencga-se de que
log,1=0 e log,b=1,
qualquer que seja b satisfazendo 0 < b # 1.

Chamamos de logaritmagcdo a operagcdo que consiste no cdlculo de um expoente (logaritmo)
ao qual devemos elevar uma determinada base para obtermos um certo nimero (como em
log, 8 = 3). E ha trés propriedades bdsicas da logaritmagdo, que nods, fisicos, precisamos
conhecer bem. Sao elas:

log,(ajaz) = log,a; +log,az, (93)

log, - = log,ai —log,as, (94)
as

log,(a¥) = vylog,a, (95)

em que b € um numero real positivo diferente de 1, a;, ax € a sdo nimeros reais positivos
quaisquer, e Y € um ndmero real qualquer. Estas trés propriedades seguem de propriedades
correspondentes da potenciagdo, certamente familiares a vocé. Para mostrar isso, vamos comegar
expressando a; e a» como poténcias de base b:>’

aj = bl € Clz:bcz.

6Para leitores mais avancados ou mais curiosos: trabalhando com fungdes de varidveis complexas, obtemos
log_,(—8) = (In8+ (2m+ 1)mi)/(In2+4 (2n+ 1)7i), em que m e n sdo dois nimeros inteiros quaisquer, i € a unidade
imagindria (que satisfaz a igualdade i = —1) e Inx = log, x, sendo x um ntimero real positivo qualquer e e 0 niimero
irracional chamado “niimero de Euler” (de valor aproximado 2,71828). H4, portanto, infinitos nimeros complexos
associados a log_,(—8). No caso particular em que m = 1 e n = 0, obtemos: log_,(—8) = (In8+3mi)/(In2 +mi) =
(In23 4 3mi)/(In2 4 7i) = (3In2 4 3mi)/(In2 4+ 7i) = 3(In2 +7i) /(In2 + 7)) = 3. Ou seja, quando trabalhamos
com fungdes de varidveis complexas, um dos resultados possiveis para log_,(—8) é, justamente, 3. Muito bacana,
ndo acha?! Agora, uma nota dentro da nota. Com x > 0, log_,(—x) = (Inx+ 2m+ 1)ni) /(In2+ (2n+ 1)) é
um exemplo do que chamamos de funcdo multivalorada (ou fungdo polivalente), pois para cada x > 0 hd infinitos
valores para log_,(—x): um para cada par m,n € Z. Parece ser uma ideia em contradi¢do com o préprio conceito de
funcao, pois sabemos que uma funcao associa cada elemento de um “conjunto de partida” a um tnico elemento
de um “conjunto de chegada”. Mas resolvemos isso de forma simples, no caso de uma funcdo multivalorada: o
conjunto de chegada é agora um conjunto de conjuntos! Pense a respeito.

3sso é sempre possivel, como podemos concluir analisando os tipos de gréfico de fungdes exponenciais (veja a
Fig. 13).
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E claro,
c1 =logya;r e ¢y =1logyas.

Segue que
ajay = b = b1,

e, portanto, o expoente ao qual devemos elevar a base b para obtermos o produto aja; € c| + ¢3;
ou seja,
logb(alag) =cCc1+c = lOgbal —|—10gb ar,

e dai a igualdade (93). De modo muito semelhante, obtemos a igualdade (94) (fica como tarefa
para vocé). Para obtermos a igualdade (95), observe que se a = b¢ - e dai ¢ = log, a -, entdo

a’ = (b)Y = b,
e, portanto, o expoente ao qual devemos elevar a base b para obtermos a” é cy; ou seja,
log,(a") = cy=vc =ylog,a.

Vejamos alguns exemplos simples:

usando (93)
log, (4 8) - log,4+1og,8 ;
—_——— —— N~

log, 32 2 3

5

usando (94)

32
log2§ - log, 32 —1log, 8 ;
\ , —— =

5 3

log, 4

usando (95)
log, 4 = 3log,4.
—— ——
log, 64 32
——

6

Atividade 2-25: Convenca-se de que podemos estender a propriedade expressa em (93) a um
numero n qualquer de fatores:

log,(a1az---an) =log,a; +log,az + - +log, ay. (96)

Atividade 2-26: Mostre que
1
log;, \/a = —log, a, 97)
n

em que b é um numero real positivo diferente de 1 e a € um ntimero real positivo qualquer. Ao
fazer isso, perceba que nao € necessario memorizar este resultado.

Atividade 2-27: Digamos que desconhecemos os sinais de a; € a>, mas sabemos que ajaz > 0.
Podemos seguramente escrever:

’

log, (a1a2) = logy, |aiaz| =logy, |ai||az| = logy, |a1| +logy, |az
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ou seja,
ajap >0 —= logb(alaz) = logb \a1| +10gb ’az‘. (98)

Analogamente, mostre que

a >0 = log, a _ log, |a1| —logy |az], (99)
ar a
e que
a' >0 = log,(a’) =y log, |al. (100)

Agora, vamos obter a importante formula de mudanca de base

logga

—_— 101
fogy b (101)

log,a =
sendo b e [ dois nimeros reais positivos diferentes de 1, e @ um nimero real positivo qualquer.
Comecemos expressando a como uma poténcia de base b:
a=>b°, eentdo c =log,a. (102)
Vamos reescrever a linha acima mudando a base de b para B (e o expoente de ¢ para 7):
a =Y, eentioy=logga. (103)

Queremos relacionar c e Y - ou seja, os expoentes de a quando expresso como poténcias de bases
b e B, respectivamente. A sacada € a seguinte: sabemos que é facil comparar poténcias quando a
base é a mesma; entdao vamos mudar, na igualdade a = b, a base: de b para 3. Para isso, basta
escrevermos:

b=P", eentdo B=loggbh. (104)

Combinando (102), (103) e (104), obtemos:

a=p'=0b"= (BB)"zﬁff = Y=Bc = logga = (loggb)(log,a),

de onde segue, imediatamente, a igualdade (101).

Um exemplo simples da validade da igualdade (101):

Atividade 2-28: a) Logaritmos de base 10 sdo especialmente importantes, porque nosso sistema
de numeracao usual € o sistema decimal. Por isso, hd uma notagdo especial para logaritmos de
base 10:

logx = log;ox; (105)

ou seja, omitindo-se a base, ela € 10. Trata-se de uma convencao amplamente adotada, mas ha
autores que nao fazem uso dela; entdo esteja atento, ou atenta. Contudo, muito provavelmente
sua calculadora eletronica (ou seu aplicativo de calculadora cientifica) faz uso desta notacao.
Faca um teste: veja se sua calculadora fornece

log 1000 = 3.
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b) Muito bem, digamos que sua calculadora sé calcula logaritmos para duas bases: 10 e e (que é
0 ja citado niimero de Euler, com o qual nos ocuparemos ainda nesta subsecao 2.2.5). Como
calcular, por exemplo, log, 30? Ora, fazendo uso da igualdade (101) obtemos

log30

1 —
0g, 30 log2 ’

e calculando este quociente com uma calculadora obtemos (com uma aproximacao de 10 casas
decimais)
log, 30 ~ 4,9068905956.

Verifique. E para testar este resultado, use sua calculadora para obter:
249068905936 ~, 29, 9999999998.
A propésito, voceé pode dizer: certo, mas como uma calculadora calcula um logaritmo como

log30 ou log2? Veremos isso na Parte II-C desta série; aguarde.

Atividade 2-29: Apenas como um treino de manipulacdo (pois ndo é realmente necessario
memorizar os resultados a seguir, ja que eles podem ser facilmente obtidos), mostre que

log,a = (a e b positivos e diferentes de 1), (106)

log, b

a
e que

1
logyya = &10&9“ 0<b#1,a>0¢e y#0). (107)

Funcoes logaritmicas (continuac¢ao)

Como vimos, antes de nossa revisao de logaritmos, uma func¢ao f(x) é uma funcdo lo-
garitmica de base b se

f(x)=logyx, comO<b#1 e x>0,

e trata-se da inversa da fung@o exponencial de base b, b* (com 0 < b # 1 e x € R). Portanto,
o grifico de f(x) = log, x é simétrico ao grifico de f~!(x) = b*, em relagio a bissetriz dos
quadrantes impares. Mas sabemos que ha dois tipos de grafico de uma fun¢ao exponencial de
base b (0 < b # 1) (vejaa Fig. 13): quando b > 1 e quando 0 < b < 1. H4, portanto, dois tipos de
grafico de uma funcao logaritmica de base b: quando b > 1 e quando 0 < b < 1. Mas, na fisica,
quase sempre trabalhamos com funcdes logaritmicas de base 10, de base 2 e, principalmente,
de base e =2, 71828... (0 niimero de Euler, como veremos logo adiante), e estes nimeros sao
maiores que 1. Entdo, seguindo o estilo minimalista desta série, vamos analisar aqui apenas o
tipo de grafico de uma fungio logaritmica de base b > 1, estd bem? E o tipo apresentado na
Fig. 15. Trata-se de um “cartdo de apresentacao” da uma func¢ao logaritmica de base b > 1. Alids,
o grafico de uma fung¢do simples €, com frequéncia, seu melhor cartdo de apresentacdo, porque
ele nos diz muito sobre ela.”®

58Se ficou curioso ou curiosa sobre a forma do grafico de uma funcdo logaritmica de base b, com 0 < b < 1,
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Figura 15: Tipo de grafico de uma fun¢do logaritmica de base b > 1, e de sua inversa: uma fungdo
exponencial de base b > 1. (Para gerar estes dois graficos, escolhemos b = 2.) Perceba que o grafico de
f(x) =1log,x (com b > 1) corta o eixo das abscissas no ponto (1,0), independentemente do valor de b.

H4 uma caracteristica muito importante de uma func¢do logaritmica de base b > 1: um
crescimento extremamente lento, a partir de um determinado x > 1. Isso € facil de ser percebido.
Considere, por exemplo, a base 10. Temos a func¢@o f(x) = logx =log;,x, para x > 0, e entdo
f(1) =0, f(10) =1, £(100) =2, f(1000) = 3, f(10000) =4, .... Percebe o crescimento
extremamente lento? Foi necessario passarmos de x = 1000 para x = 10000 para o valor de f(x)
aumentar uma Unica unidade! E o crescimento vai ficando cada vez mais lento. Observe que
para que f(x) aumente mais uma unidade precisamos passar de x = 10000 para x = 100000.
Mesmo no caso em que a base é menor - digamos, 2 -, o crescimento € muito lento, a partir de
um certo ponto. Veja: f(1) =0, f(2) =1, f(4) =2, f(8) =3, f(16) =4, f(32) =5, .... De
inicio, ndo parece estar crescendo tdo lentamente, mas veja que f(1073741824) = 30, o que é
bem impressionante, ndo acha?

Nota sobre ‘“‘crescimento exponencial”

O crescimento extremamente lento, a partir de um certo ponto, de uma funcao logaritmica
de base b > 1 estd, obviamente, relacionado ao crescimento extremamente rapido, também a
partir de um certo ponto, de uma fungdo exponencial de base b > 1, ja que uma € a inversa da
outra e, portanto, seus graficos sdo simétricos em relacao a bissetriz dos quadrantes 1 e 3. Mas

esboce o grafico simétrico ao grafico na Fig. 13b, em relacdo a bissetriz dos quadrantes impares. Alternativamente
(e com vantagens, como veremos), observe que se 0 < b < 1, podemos definir h=1 /b > 1, de modo que b = ble,
portanto (veja (107)), f(x) = log,x =log; 1 x = }l logj, x = —logg x. Assim, o grifico de uma fungéo logaritmica
de base b, com 0 < b < 1, € idéntico ao grifico de uma funcio logaritmica de base b=1 /b (sendo, portanto, b>1),
refletido em relag@o ao eixo x. (Veremos em detalhes essa questdao de “reflexdo” de graficos de fungdes na Parte II-B
desta série.) Por exemplo, o gréfico de log; x € idéntico ao grafico de log, x, refletido em relagd@o ao eixo x (ou seja,

¢ idéntico ao grafico de —log, x). Verifique isso usando o Geogebra, ou outro programa de sua preferéncia.
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devemos estar atentos para nao fazermos mal uso da ideia de crescimento exponencial como
um crescimento extremamente rapido. Em primeiro lugar, nem todo crescimento rapido € um
crescimento exponencial. Por exemplo, se y = x!'°, y cresce muito rapidamente com x, pois
parax =1,2,3,4,5,... temos, respectivamente, y = 1,1024,59049,1048576,9765625, ..., que
¢ um crescimento bastante rapido, concorda? Além disso, nem todo crescimento exponencial b*
(com b > 1) é, ja a partir de x = 0, muito rapido (e por isso usamos a expressao “a partir de um
certo ponto”, acima). Por exemplo, se w = 2" temos, parax = 1,2,3,4,5,..., respectivamente
w=2,4,8,16,32,..., que ndo d4, s6 com estes dados, para classificar como um crescimento
bastante rapido, nao €? Observe que, inicialmente, w = 2* cresce de forma bem mais lenta que
y = x'%, mas, como mostraremos ao final da Parte II-B desta série, em algum ponto uma funcéo
exponencial b*, de base b > 1, sempre “ultrapassa”, definitivamente, uma fungéo como f(x) = x",
por maior que seja o valor de n (vamos explorar isso na Atividade 2-30). A partir de um certo
ponto, uma fun¢ao exponencial b*, com b > 1, cresce de forma absurdamente rapida, mesmo
que b esteja proximo de 1. Fagca um teste no caso em que b = 1,1, com o uso do Geogebra e/ou
de uma calculadora (e discuta com seus colegas, se possivel).

Atividade 2-30: Usando o Geogebra (ou outro programa de sua preferéncia), trace os graficos de
f(x) =x'9e g(x) = 2%, para x > 0. Ficari claro que o grafico de x'? “ultrapassa” o grifico de 2*
proximo de x = 1, e rapidamente se distancia dele. Mas o grafico de 2* ultrapassa, em definitivo,
o grifico de x' em algum ponto de abscissa entre x = 58,77010 e x = 58,77011. Verifique esta
afirmativa com o uso de uma calculadora eletronica, ou de algum outro recurso computacional.
(Dica: examine o sinal da funcdo h(x) = x'0 —2%))

Derivadas e antiderivadas de funcoes logaritmicas e de funcoes exponenciais

Finalmente, vamos introduzir as fun¢des exponenciais e as funcdes logaritmicas em nosso
estudo de célculo diferencial e integral. H4, basicamente, duas formas de obtermos as derivadas
dessas fungdes: primeiro calculando as derivadas das fung¢des exponenciais e depois calculando
as derivadas das funcdes logaritmicas com o que aprendemos na subse¢do 2.2.3 sobre como
calcular a derivada de um funcao inversa, ou entdo primeiro calculando as derivadas das fungdes
logaritmicas e depois calculando as derivadas das fun¢des exponenciais com o que aprendemos
na subsecao 2.2.3. Sdo dois caminhos validos, mas nds, autores deste texto, gostamos mais deste
ultimo, porque nele o niimero de Euler, que desempenha papel central quando se fala em calculo
diferencial e integral com fun¢des logaritmicas e fungdes exponenciais, aparece de forma mais
natural, em nossa opinido. (Vocé pode pesquisar sobre o outro caminho possivel, se for de seu
interesse.)>’

Muito bem, partindo da definicao de derivada,

) tim LAY 09

Ax—0 Ax

Y

obtemos, com f(x) =log,x (0 <b# 1ex > 0):

llog, ]’ = fim log, (x + Ax) — logbx.
Ax—0 Ax
Faremos, agora, uma série de manipulagdes que irdo nos levar a um lugar muito interessante.
Observe, no caminho, o uso de propriedades basicas da logaritmacdo (que revisamos nesta
subse¢do 2.2.5). Vamos la:

3Se vocé tem pressa em obter as derivadas e antiderivadas das fun¢des exponenciais, passe as atividades 2-43,
2-44 e 2-45 logo apés a realizagdo da Atividade 2-31.
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1 Ax
logyx] = lim { Xt }

X

im | tog, (142 im |L o, (142
= 1 _— —_— — 1 _ _— .
Ax—0 | Ax Eb X Ax—0 | x Ax Eb X

E uma pequena sacada reescrever, acima, 1/Ax como (1/x)(x/Ax) (lembrando que temos, em
uma funcdo exponencial, x > 0). Veremos a importancia disso logo a seguir. Continuando: como
o fator 1/x se mantém constante, ao fazermos Ax tender a 0, podemos “mové-lo através do
simbolo de limite” (Silva & Peixoto 2020). Temos, entao:

1 X Ax 1 Ax VA
I "= — i —1 14+ — =— i 1 14+ —
[log, x] im [Ax ogb( + E )} im ogb( + x)

X Ax—0

1 Ax VA

= —log, | lim (1+—)
X Ax—0 X

Conhecendo bem a fungdo logaritmica (de base b), procure se convencer da validade desta dltima
igualdade (assumindo, por enquanto, que este tltimo limite existe). Podemos definir u = Ax/x, e
reescrever:

log,x]' = llogb {nm (1 -I—u)l/"] . (108)
X u—0

Mas a questdo é: o limite acima realmente existe? Ou seja, quando u tende a zero, (1+ u)l/ “
tende a um certo nimero? E se tende, que ndmero € esse?

Vamos fazer uma investigacao numérica. Usando uma calculadora eletronica, ou algum
aplicativo, podemos construir a Tabela4 (imprimimos 10 casas decimais, sem arredondamentos
- exceto pela linha central, que ndo resulta de um célculo direto, pois, € claro, ndo podemos
fazer u =0 em (1+u)'/*). Esta tabela parece indicar que quando u tende a 0, (1 +u)'/* tende
a um numero e que, com cinco casas decimais, tem valor aproximado 2,71828.60 Trata-se do
chamado niimero de Euler, que analisaremos com maior profundidade mais adiante. Podemos
entdo reescrever (108) como

1
[log,x]" = N log, e, (109)

em que

e=lim (1+u)"/"~2,71828. (Ntmero de Euler) (110)

u—0

Temos em (109), portanto (com e definido em (110)), a derivada de uma funcao logaritmica de
base b. Contudo, esta ndo € a expressao tipicamente usada (e por isso ndo a colocamos em uma
caixa). Ficara claro a seguir.

Perceba que de todas as infinitas fun¢des logaritmicas de base b (com 0 < b # 1), uma
possui uma derivada particularmente simples: aquela de base b = e, pois log, e = 1, e, portanto,

log,x]' = L (111)
X

®perceba que os algarismos sublinhados, na Tabela4, nos ajudam a chegar a esta conclusio; afinal, pelas
tendéncias reveladas pela tabela, o limite e deve ser maior que 2,7182804690 e menor que 2,7182831876. Como
estes dois valores sdo arredondados para 2,71828, com cinco casas decimais, podemos concluir que este é o valor
aproximado de e, com cinco casas decimais.
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Assim como h4 uma notacdo especial para o logaritmo de x na base 10, que é logx,%! ha uma
notagio especial para o logaritmo de x na base e: Inx (lemos “In de x).%%> Ou seja,

Inx =log, x, (112)

e chamamos um logaritmo na base e de “logaritmo natural”. Com esta notacdo, podemos
reescrever a igualdade (111) como

Inx)] == (x>0). (113)

= | =

u | (14 u)t/H
0,1 | 2,5937424601...
0,01 | 2,7048138294. ..
0,001 | 2,7169239322...
0,0001 | 2,7181459268...
0,00001 | 2,7182682371...
0,000001 | 2,7182804690...

L
0| e=2,71828...
T

—0,000001 | 2,7182831876...
—0,00001 | 2,7182954199...
—0,0001 | 2,7184177550...
—0,001 | 2,7196422164. ..
—0,01 | 2,7319990264. ..
—0,1 | 2,8679719907...

Tabela 4: Uma aproximacao numérica para o nimero de Euler.

Atividade 2-31: O resultado em (109) néo precisa ser memorizado; apenas a igualdade (113).
Fazendo uso de férmula de mudanca de base, em (101), e da igualdade (113), mostre que

1
llogyal = —— (0<b#1ex>0), (114)

e que esta expressao corresponde aquela em (109). Entenda que o resultado em (114) também
ndo precisa ser memorizado, ja que pode ser imediatamente obtido combinando-se a igualdade
(113) com a férmula de mudanca de base, em (101). Resolvemos colocd-lo em destaque por se
tratar de um resultado importante.

Atividade 2-32: Usando um aplicativo como o Geogebra, trace, no mesmo sistema de coordena-
das, os graficos Inx e de 1/x, com x > 0. Em seguida, observe que o gréfico da segunda fungio
estd de acordo com o que se espera para a derivada da primeira func¢do.

Atividade 2-33: Calcule as derivadas das fun¢des abaixo, considerando A uma constante nao
nula e @ uma constante positiva.®> Nos itens b a f, faca isso inicialmente com, e depois sem o

6Mas esta notagdo nio é universal; lembre-se disso. Por exemplo, na biblioteca math, da linguagem de
programagdo C, log(x) é a funcéo que retorna o logaritmo de x na base e, em vez de na base 10.

62Egta notacdo também ndo é universal, mas € a mais usada na fisica.

63 0 item a é particularmente importante. Por qué? Vocé sabera, calculando a derivada daquela funcao.
Discutiremos mais adiante o resultado que vocé obterd, mas vocé ja pode dar a ele uma atencdo especial.
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uso da regra da cadeia.

a) f(x) =xlnx—x (x>0) b) f(x) =Aln(ax) (a>0 e x>0)
© f(x)=Aln¢ (@a>0e x>0) d) f(x) =Aln(ax?) (a>0 e x#0)
e) f(x)=Aln5  (a>0e x#0) f) f(x) =Alny/ax (a>0¢e x>0)

Atividade 2-34: a) Convenca-se de que segue imediatamente da igualdade (113) este importante
resultado:

f(x):% (x>0) — F(x) =Inx+C, (115)

em que C é uma constante arbitraria. A restricdo x > 0 para a fun¢io f(x) = 1/x é necessaria,
na relagcdo de implicacdo em (115), porque a funcdo Inx sé estd definida (trabalhando-se com
nimeros reais) para x > 0. (Na Atividade 2-37 obteremos as antiderivadas de 1/x apenas com a
restri¢ao x # 0. Ou seja, consideraremos, além de x > 0, também x < 0 na fungdo 1/x.)

2
1
b) Calcule a seguinte integral definida: / — dx.
X
1

¢) Mostre que
X

1
/;dt:lnx (x> 0). (116)
1
d) Sabemos que se 0 < x < 1 entdo Inx < 0 (veja a Fig. 15b, considerando, 14, b = ¢). Mostre
que a integral no membro esquerdo de (116) nos d4 um nimero negativo, se 0 < x < 1. Faca
18so, é claro, sem fazer uso do membro direito.

O resultado em (116) € muito interessante. Ele pode ser usado, com uma integracdo
numérica do membro esquerdo®* (escolhido um valor positivo para x), para um cdlculo numérico
de Inx (e, consequentemente, de qualquer logaritmo, pois log, x = (Inx)/(Inb) - veja (101)).%
Mas o que é mais impressionante € que ele pode ser usado, se lido da direita para a esquerda,
como uma defini¢do alternativa para a funcdo Inx, sem qualquer referéncia a expoentes! Ou seja,
podemos definir:

1
lnxz/;dt (x> 0). (117)
1

E claro, neste caso o termo “logaritmo” ndo teria, a priori, relagio com expoentes (e, portanto,
poderia ser substituido, junto com a notacdo “Inx”’), mas saiba que, tecnicamente, este € um
inicio possivel para o desenvolvimento das funcdes logaritmicas reais (e, em seguida, das fungdes
exponenciais como inversas das funcdes logaritmicas). Por exemplo, € possivel provar que da
defini¢do em (117) decorrem as seguinte propriedades:

In(ajay) = Ina;+Inay, (118)

& = Ing —Ina, (119)
a

In(a") = vlna, (120)

em que aj, a; € a sao numeros reais positivos quaisquer, € Y ¢ um nimero real qualquer.
Pesquise a respeito, se for de seu interesse. Apenas para satisfazer os leitores mais curiosos,

%Estudaremos integragdo numérica na Parte III desta série.

% Nio estamos dizendo, contudo, que uma integracio numérica do membro esquerdo de (116) é o modo mais
interessante de se calcular logaritmos numericamente. Voltaremos a essa discussao na Parte III desta série, e faremos
uso do que vocé terd estudado sobre séries infinitas na Parte II-C.
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apresentaremos a seguir como obter a igualdade (118) a partir da defini¢do em (117). Trata-se
de um desenvolvimento com algumas pequenas sacadas, que esperamos que voce identifique e
aprecie.

Como preliminar, convenca-se da validade da seguinte igualdade:

/bf(t)dIZ/cf(f)dtJr/hf(f)dt,

sendo f(7) uma fungdo bem comportada nos intervalos de integracdo acima. (Trata-se de
um resultado intuitivo, mas, se preferir, demonstre-o fazendo uso do teorema fundamental do

cdlculo.)®® Muito bem, a partir de (117) temos, com a; € az positivos:

apaz

1
ln(alaz):/;dt.

1

Podemos reescrever:
In al

—
alazl 6111 amzl
In(aaz) = / ;dt:/;dt—i—/;dt. (121)
1 1 ai

Definindo s =t/ay, temos t = ays, dt = a;ds, e entdo

dr  grds ds
o af’s s
Além disso,
t=a) — s=1 e t=aiay = s=ay.
Segue que
a1a21 a21
/ ;dt:/—ds:lnag. (122)
S
aj 1

Substituindo (122) em (121), obtemos (118). Uma beleza, nao acha?

Atividade 2-35: Calcule as integrais definidas abaixo. (Na aplicacao do teorema fundamental
do cdlculo, obtenha as antiderivadas por inspecao.)

; 5 ; 5 ; 5
a) [ —dx b / ——dx c / — dx
)/x ) —4x+10 ) 4x —10
1 1 1
Vamos fazer algumas observagdes, antes de passarmos ao item d. Leia essas observacoes apenas
apos ter calculado (ou ao menos ter tentado calcular) as trés integrais acima, ta certo? Muito
bem, no item b vocé deve ter obtido, por inspe¢do, a seguinte antiderivada do integrando:
—% In(—4x+ 10). Isso esta correto. Mas vocé teve o cuidado de analisar se temos, dentro dos
limites de integracdo (ou seja, para 1 < x < 2), —4x+ 10 > 0? Sim, temos; mas essa verificacao
¢ importante porque, do contrario, a fungdo —% In(—4x+ 10) ndo estaria definida para 1 < x <?2.
No item ¢, podemos tentar, por inspecao, a seguinte antiderivada para o integrando: %1n(4x —10).

%Reveja o Exercicio 44 do primeiro texto deste projeto (Silva & Peixoto 2020).
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De fato, [ In(4x —10)] =5/(4x — 10). Contudo, para 1 <x <2 temos 4x — 10 < 0, e, portanto,
a funcao Z In(4x — 10) ndo estd definida para 1 < x < 2. Veja o que obteriamos (incorretamente):

nao existe, nos reais  nao existe, nos reais

~~ é N _é /J_R B /—’b
/4x—10 = FIn#x—10)) = | In(-2) In(—6) |. (123

Entenda que %1n(4x —10) é, sim, uma antiderivada de 5/(4x — 10), mas apenas para os valores
de x em que ela estd definida, e ela ndo esta definida para 1 < x < 2. (A funcao %1n(4x —10) estd
definida para todo x tal que 4x — 10 > 0 - ou seja, para x > 5/2.) Entdo ndo basta obtermos uma
antiderivada do integrando; essa antiderivada precisa estar definida no intervalo de integracdo.
H4, basicamente, duas formas de resolvermos este problema. Uma delas, veremos com a
realizacdo da Atividade 2-38. A outra forma envolve uma pequena sacada. Podemos reescrever:

; 5 ; 5
—dx=— [ ——dx
/4x—10 /—4x+10 ’
1 1

e daf as contas seguem sem problemas. De fato, esta tltima integral é a que calculamos no item
b, e, portanto, a resposta para o item ¢ € a resposta para o item b multiplicada por —1. Calcule,
agora, as integrais nos itens d, e e f.

b

d) / BriC dx, em que a unica restricdo sobre as constantes a € b € que b > a, A é uma
X

a
constante qualquer, e B e C sdo constantes tais que B ## 0 e temos, no intervalo de integracao
[a,b], Bx+C > 0.

e) / Bl C dx, em que a Unica restricao sobre as constantes a € b é que b > a, A € uma

constante qualquer, e B e C sdo constantes tais que B # 0 e temos, no intervalo de integracao
[a,b], Bx+C < 0 (esta desigualdade € o que torna este item diferente do anterior).

f) / Bt C dx, em que a tunica restricdo sobre as constantes a € b é que b > a, A € uma
X

cogstante qualquer, e B e C sao constantes tais que B # 0 e temos, no intervalo de integracao
[a,b], Bx+C # 0.

(Dica para o item f, e observagao adicional: perceba que se Bx+ C # 0 para a < x < b, temos
Bx+C < 0 no intervalo de integrac@o [a, b| inteiro, ou entdo Bx+C > 0 no intervalo de integracdo
[a,b] inteiro. Ou seja, se Bx+ C # 0 para a < x < b, ndo podemos ter Bx +C < 0 em uma parte
do intervalo [a,b] e Bx+ C > 0 em outra parte desse intervalo, porque o grafico da fun¢io
g(x) = Bx+ C necessariamente cortaria o eixo x, e af terfamos, para algum x € [a,b], Bx+C =0,
concorda? A exigéncia de termos Bx + C # 0 é esperada, pois o integrando A/(Bx+ C), acima,
ndo estd definido para x tal que Bx+ C = 0 (ou seja, para x = —C/B), e o teorema fundamental
do célculo exige que o integrando seja uma fun¢do continua no intervalo de integracdo (Silva &
Peixoto 2020).)

A Atividade 2-35 mostra como nos, fisicos, devemos ser cuidadosos ao realizarmos calculos
matemdticos. Em geral, ndo precisamos ter preocupagdes com rigor ao nivel dos matematicos (a
menos, por exemplo, que vocé queira se tornar um fisico-matematico ou uma fisica-matemaética),
mas é importante termos um nivel de cuidado minimo para tentarmos nao cometer erros gros-
seiros. Sem falar que € prazeroso nos sentirmos seguros com os cdlculos que realizamos, nao
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acha? E inquietante (ou deveria ser, em nossa opiniio) aquela sensacio de que um célculo
que realizamos pode estar grosseiramente errado... E claro, cometemos erros, mas devemos
nos esforcar para confiar nos calculos que realizamos. Isso ajuda até mesmo a corrigir um
erro, quando ele € identificado. O desenvolvimento em (123) acusa um erro, porque nos leva a
logaritmos de nimeros negativos, e dai temos a chance de revisar os calculos. Mas a situagdo
¢ um pouco mais complicada quando o desenvolvimento leva a um resultado que parece estar
correto - a0 menos a um olhar desatento. Por exemplo, considere a seguinte integral:

4
X
dx. 124
/x2—1 (124)
-2
Digamos que alguém escreva:
/ 1 Y 1. /15 1
X 2
dx=-1 —1 =—[In15—In3]==In{ — | = = In5. 125
/x2—1 i =) =3 n15=n3] 2“(3) 2" (125)
-2

Este desenvolvimento esta incorreto. Em primeiro lugar, observe que o integrando nao esta
definido para x = +1, e estes dois pontos estdo no intervalo de integracdo [—2,4]. (Com um
aplicativo como o Geogebra, trace o grifico de f(x) = x/(x*> — 1) e, adicionalmente, as duas
retas verticais de equagdes x = 1 e x = —1.) O teorema fundamental do cédlculo tem validade
geral quando o integrando é uma fun¢@o continua no intervalo de integracdo (Silva & Peixoto
2020), e a fun¢io f(x) = x/(x> — 1) ndo é continua no intervalo de integragio [—2,4] - pois nio
estd definida para x = £1. Mesmo assim - como veremos na Parte 1I-B desta série - a integral em
(124) poderia convergir para um determinado nimero real; mas ela ndo converge (vocé entendera
por que ao estudar a subsecdo integrais improprias da Parte 11-B). Observe, adicionalmente,
que a fungdo F(x) = 3In(x* — 1) é uma antiderivada do integrando, f(x) = x/ (x> — 1), mas ndo
esta definida para x*—1<0-ou seja, para —1 < x <1 -, e o intervalo [—1, 1] estd contido no
intervalo de integracdo [—2,4|. Agora, vamos mudar o limite de integracdo inferior de —2 para
2. Com isso, evitamos o intervalo [—1, 1], e entdo estd correto escrevermos:

4

2

1 15 1
In15—1 =—In{ — | = =In5. 12
[In15 —In3] 2n(3) 2n5 (126)

| =

X

4
X 1 2

/ v = In(P 1)

2

Se a pessoa calcula integrais de forma “mecanica”, sem atencdo a esses detalhes, ndo distingue o
desenvolvimento em (125) daquele em (126).

Vamos colocar em destaque o resultado final obtido com a realizacao da Atividade 2-35:

Bx+C B Ba+C

b
A A Bb+C
/ dx:—ln( + ), se Bx+C #0paraa <x <b. (127)

Este resultado foi posto em destaque porque se aplica a cada um dos itens da Atividade 2-35
(como um exercicio, aplique-o as integrais nos itens a, b e ¢; vale a pena). Mas tal resultado ndo
precisa ser memorizado. Realizando a Atividade 2-38, vocé aprendera a obté-lo de forma mais
direta, sempre que precisar.

Agora, faremos uma discussao envolvendo andlise dimensional. Na Atividade 2-8 afir-
mamos que o argumento da funcao cosseno deve ser adimensional, pois uma expressao como
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cos(m segundos), por exemplo, ndo faz sentido. Assim, em uma expressdao como cos(®?), em
que ¢ é tempo, a constante ® necessariamente tem dimensao de inverso de tempo, para que o
produto ot seja adimensional. Podemos fazer afirmacdes semelhantes para as demais fun¢des
trigonométricas (seno, tangente, secante, cossecante e cotangente), e suas inversas. Por exem-
plo, seriam igualmente sem sentido expressdes como sen (/2 metros) e arcsen(1 segundo).
Mas e quanto as fungdes exponenciais? Também € ficil ver que seus argumentos (que sdao
expoentes) devem ser, necessariamente, adimensionais. Por exemplo, o que poderia significar
p3segundos oy (4segundos)?™e? No caso das funcdes logaritmicas, uma anélise apressada
poderia nos levar a concluir - equivocadamente - que podemos dar significado a argumentos
dimensionais, com bases também dimensionais. Poderiamos dizer, por exemplo, que com
b = 2metros temos log, (8 m?) = log, ,(8m?) = 3, pois (2m)* = 8m?, e af terfamos a fungio
log,,V, sendo V um volume. Contudo, vejamos o que essa funcio retornaria para V = 16m?:
log,,,V = log,,,, 16m® = ?! Nio h4 nada que escrevamos aqui que faca sentido. Se escrevermos
log,,16m> = 4, estaremos dizendo que (2m)* = 16m> - o que, obviamente, esté incorreto.
Se escrevermos log,, 16m> = 3, estaremos dizendo que (2m)? = 16m? - 0 que também esta
incorreto. Ou seja, ndo temos como obter, conjuntamente, o nimero e a unidade corretos. Assim,
para b = 2metros, log,,, V (sendo V um volume) s6 faz algum sentido no caso em que V = 8 m?
- 0 que seria muito restritivo, concorda? Portanto, os argumentos de funcées logaritmicas e
exponenciais - assim como os de funcoes trigonométricas e trigonométricas inversas - devem
ser, necessariamente, adimensionais. Contudo, como vocé vera realizando a Atividade 2-36 e
acompanhando a discussao subsequente, as vezes parece que, na fisica, calculamos logaritmos
de quantidades que nao sao adimensionais!

Atividade 2-36: A Fig. 16 ilustra um deslocamento infinitesimal dx, em um intervalo de tempo
dt a partir de um certo instante ¢z, de um pistao, devido a uma expansao de um gés. Suponha que
no instante ¢ o gas possui pressao P, volume V e temperatura absoluta 7.

pistao de
area A

Gas
pressao P

volume V'
temperatura 7’

Figura 16: Atividade 2-36.

a) Sabendo que o pistdo tem area de se¢do transversal A, e lembrando do conceito de pressao,
calcule o médulo F da forca que o gas exerce sobre o pistdo, no instante ¢.

b) Mostre que o trabalho dW = Fdx que o gds realiza sobre o pistdo,%’ no intervalo de tempo dt,
pode ser expresso como dW = PdV, em que dV € a variacdo infinitesimal do volume do gas, no
intervalo de tempo dr.

¢) Agora, considerando que se trata de um gds ideal (um modelo para um gés suficientemente
rarefeito), que obedece a equacdo de estado

PV = nRT,

%7Na mecéanica, dizemos “trabalho realizado por uma for¢a”, ou, simplesmente, “trabalho de uma for¢a”, mas
no jargdo da termodindmica é comum usarmos a expressdo “trabalho realizado por um gds”. Tecnicamente, trata-se
do trabalho realizado por uma forga exercida por um gés.
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conhecida como lei dos gases ideais, em que n é o nimero de mols de moléculas (ou 4tomos, no
caso de um gas ideal monoatdmico) e R é uma constante denominada constante universal dos
gases, expresse o trabalho dW em termosde T e V,em vezde Pe V.

d) Supondo, adicionalmente, que se trata de uma expansdo isotérmica - ou seja, que a temperatura
do gas se mantém constante enquanto ele se expande -, calcule o trabalho W realizado pelo gas
quando seu volume passa de um valor V| para um valor maior V,. Expresse sua resposta como

W:nRTlnE. (128)
Vi
Muito bem, na expressdo em (128) temos um logaritmo de uma quantidade adimensional: V, /V}.
Esta correto. Contudo, como vocé chegou aquele resultado? Em alguma parte da realizacdo da
atividade vocé expressou o logaritmo de uma quantidade dimensional? (Nao leia o que vem a
seguir, se voc€ ainda ndo realizou a Atividade 2-36.)

Vamos apresentar, abaixo, os calculos relativos a Atividade 2-36, como vocé provavelmente
os fez (a menos, talvez, de pequenas variacoes; e ndo faremos separacao por item).

PA av Vs
A~ = RT
AW = T dx = Pade — Pav = "R 4y — rr Y W:/nRTd—V.
% % y %
1

Como estamos considerando 7" constante, podemos por o fator nRT “em evidéncia” (ou seja, a
esquerda do sinal de integracao):

Zav
W =nRT | —.
Vv

Vi

Chegamos a um ponto critico. Voc€ provavelmente escreveu, a partir da expressao acima (ou de
uma expressao equivalente), algo semelhante a

% V2
—nRT (InV; ~InVi) = nRT In 2, (129)

V2
w :nRT/d—V =nRTInV

Vi

tendo usado, nesta tltima igualdade, a propriedade do logaritmo do quociente. Mas nas ex-
pressoes InV e InV, —InV| temos logaritmos de quantidades dimensionais! E sabemos que isso
esta incorreto!

Entdo o que ha de errado no desenvolvimento acima? O resultado final, em (129), esta
correto, € nao envolve nenhum logaritmo de uma quantidade dimensional, mas para chegar
a ele precisamos, realmente, passar por expressdoes envolvendo logaritmos de quantidades
dimensionais?

A resposta é: ndo, ndo precisamos. A sacada é que podemos reescrever a quantidade dV /V
em (129), que € adimensional, como

v dv/vy
Vo oV/V]

em que Vy € o volume unitdrio com a mesma unidade escolhida para V. (Por exemplo, se

V =2m3, temos Vu= 1m3, e, portanto, V /V, =2;se V =2 X 10° mm?, temos Vo= 1 mm?, e,

portanto, V /V, = 2 x 10°.) Definindo

Vo=V /Vi, (130)
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que é numericamente igual ao volume V, na unidade escolhida, e é adimensional, podemos

escrever, adicionalmente:
d_V 4 /Va _dW

vV o Ve W

dv V
W=a() =
Vu Vu

Usando (131), podemos entdo reescrever o desenvolvimento em (129) da seguinte forma:

(131)

pois®®

av Vi, v
W o= nRT/7 :nRT/7 =nRTInVy| =nRT (InVy, —InVy,)
V] ‘/N1 N VN]
Ve v
— nRTIn -2 = nRTIn 2, (132)
|/ Vi

pois (veja (130))

Vo Vi/% W

No desenvolvimento em (132) estamos livres do problema de tomarmos o logaritmo de
uma quantidade dimensional. Contudo, saiba que, na pratica, muitos fisicos ndo escrevem assim,
como em (132), mas como em (129), mesmo. E uma espécie de abuso que nés nos permitimos,
para simplificar a escrita, ja que a expressao final estard correta. Mas se isso lhe incomoda,
escreva como em (132), ou entdo escreva, diretamente (em nossa opinidao, a melhor opc¢ao):

V2
dv V.
W= nRT/— = nRTln—z;
Vv Vi
Vi
ou seja, nao expresse o logaritmo de uma quantidade dimensional, mas - por concisdo - omita a
parte central do desenvolvimento em (132).

Atividade 2-37: Considere a fungdo f(x) = In|x|.
a) Qual € o seu dominio? Ou seja, para que valores de x ela estd (implicitamente) definida?
b) Mostre que®

[lnlxl]’zi (x#0). (133)

(Dica: no caso em que x < 0, faca uso da igualdade |x| = —x, e da regra da cadeia.)
¢) Perceba que segue imediatamente da igualdade (133) este importante resultado:

f=1 (#0) = F)=hl+C, (134)

em que C é uma constante arbitraria.’”

d) Usando um aplicativo como o Geogebra, trace, no mesmo sistema de coordenadas, os graficos

%8Para entender bem a igualdade dV /V, = d(V/V,), pense dV como um AV infinitesimal, e lembre-se que
Vu € constante. Vocé escreverd esse tipo de igualdade facilmente apds ter estudado as regras para o cdlculo de
diferenciais, na Parte 1I-B desta série.

%9Compare com a igualdade (113). L4, estd implicito, temos x > 0, pois Inx sé esta definida para x > 0.

00bserve, adicionalmente, que de certo modo este resultado vem preencher uma lacuna que havia na regra da
poténcia para o cdlculo de antiderivadas - expressa em (39): paran = —1.
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In|x| e de 1/x, com x # 0. Em seguida, observe que o grafico da segunda fungdo esta de acordo
com o que se espera para a derivada da primeira funcdo. (D€ especial atencdo a regido x < 0,
pois vocé ja considerou a regido x > 0 ao realizar a Atividade 2-32.)

O resultado em (134) merece uma atengao especial. Em primeiro lugar, perceba que
o resultado em (115) é um caso particular daquele em (134), pois para x > 0 temos |x| = x.
Mesmo assim, ndo devemos desprezar o resultado em (115), pois se em um certo problema
precisamos integrar a fungdo f(x) = 1/x em um determinado intervalo [a, b] que estd na regido
x > 0, podemos usar o resultado em (115), em vez daquele em (134), concorda? Ou seja, nao
hé necessidade de escrevermos |x|, em vez de x, se x > 0. Ficaria até estranho, talvez - embora
ndo incorreto. (Por exemplo, reveja o desenvolvimento em (132), em que € integrada a funcido
1/Vy. Léa ndo escrevemos uma antiderivada de 1/V, como In|Vy|, mas como InVj - o que estd
correto, ja que Vy é sempre positivo.) Contudo, se precisamos integrar a fung¢do f(x) = 1/x em
um determinado intervalo [a, b] que estd na regido x < 0, o resultado em (115) ndo se aplica, e ai
realmente precisamos fazer uso do resultado em (134), entende? Veremos um exemplo disso
na Atividade 2-38, e outro na Atividade 2-39. Agora, vejamos a diferenca entre os resultados
em (115) e (134) por uma perspectiva ligeiramente diferente. A fung¢do f(x) = 1/x s6 ndo estd
definida, no conjunto dos nimeros reais, para x = (. Faz sentido nos perguntarmos: quais sao
suas antiderivadas? A resposta, sem a restri¢cao de que x > 0, estd em (134), ndo em (115).

4 —1

/ ! dx e / ldx.

X X

1 —4
Perceba a necessidade do resultado em (134) para o calculo direto da segunda integral, enquanto
o resultado em (115) é suficiente para o cilculo da primeira.”! Adicionalmente, observe que
nao podemos integrar a fungdo f(x) = 1/x em um intervalo [a,b] ao qual pertenga o nimero 0,
pois f(x) = 1/x ndo esta definida para x = 0, e o feorema fundamental do cdlculo s6 se aplica a
fungdes continuas no intervalo de integracdo (Silva & Peixoto 2020).
b) Agora, fazendo uso do resultado em (134), obtenha o resultado em (127). (Dica: na parte
final de seus cdlculos, justifique a passagem da expressdo |(Bb+C)/(Ba+ C)| para a expressao

(Bb+C)/(Ba+C). Se necessdrio, revise a “dica para o item £’ da Atividade 2-35.)
¢) Como um caso particular importante, observe que

Atividade 2-38: a) Calcule

b
1

/—dlené, se 0 & [a,b]. (135)
x a

O que ¢é importante observar neste resultado é que ndo precisamos escrever In|b/a|, ao final;
apenas In(b/a). Veja, em detalhes (refazendo as contas do item b para este caso particular):

b b
1 b b b
/—dlen]x] zln]b]—ln\a|:1nu:1n‘—':ln—.
X |a| a a
a a

Para entender esta ultima igualdade, observe que, como o nimero 0 ndo pertence ao intervalo
[a, D], os sinais de a e b sdo iguais, e, portanto, a razao b/a é positiva - e dai |b/a| = b/a.

"1Podemos calcular a segunda integral usando o resultado em (115), mas de uma forma indireta: basta perceber-

mos, com o auxilio do gréfico de f(x) = 1/x, que [} ldx=— f‘%dx.
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Atividade 2-39: Considere que uma particula de massa m se move ao longo do eixo x e estd
sujeita a acao de uma tnica forga, que essa forca tem a direcao do eixo x, € que sua componente x
€ fr = —bvy, sendo b uma constante positiva e v, a componente x da velocidade da particula (ou
seja, v, = dx/dt, em que x é a posi¢do da particula em fungdo do tempo). Uma forca desse tipo é
comumente chamada de arrasto - neste caso, um arrasto linear (pois —bv, € proporcional a vy).
Trata-se de um dos tipos de forca de resisténcia do ar.”> Nesta atividade, vocé obtera a funcio
vx(t) resolvendo a equacdo diferencial que resulta da aplicagdo da segunda lei de Newton a essa
particula, e aprenderd uma técnica muito importante para nds fisicos: a técnica de separacdo de
varidveis (para uma funcio real de uma varidvel real’?).

a) Seja Fres, a componente x da for¢a resultante sobre a particula. A segunda lei de Newton nos
diz que Fes, = may, em que ay = dv,/dzr. Neste problema, temos Fes, = fr = —bv,. Obtenha a

seguinte igualdade: ; )
Vx
el (136)

Temos aqui nossa equagdo diferencial. Estamos em busca de todas as fungdes v, (¢) que tornam a
igualdade (136) uma sentenca verdadeira.
b) Em primeiro lugar, perceba que se v, = 0, temos dv,/dr = 0. Assim, se a particula estd em
repouso em ¢t = (, ela permanece em repouso, como esperado (pelo fato de a for¢a resultante ser
uma forca de resisténcia do ar, e ndo ha resisténcia do ar com a particula em repouso em relacdo
ao ar). Mas este ndo € um caso particular muito interessante, concorda? Entdo vamos supor que
em ¢t = 0 temos v, # 0. Lembrando que b e m sdo positivos, convenca-se, a partir da igualdade
(136), de que se vy # 0 em um certo instante ¢, a particula esta mais lenta ap6s um intervalo de
tempo df (embora a variagdo de v, nesse intervalo de tempo seja infinitesimal, € claro). (Dica:
analise, separadamente, os casos v, > 0 e vy < 0, e observe que o sinal de dv, € sempre oposto
ao sinal de vy.)
¢) Observe que se v, # 0, a igualdade (136) pode ser reescrita como

dva = b dr. (137)

Vx m
H4 uma separacao intencional das varidveis v, e ¢, quando passamos da igualdade (136) para
a igualdade (137), e a vantagem disso é que podemos integrar separadamente cada membro
desta igualdade. Primeiro, devemos estar atentos aos limites de integragdo. Convenga-se de que
estd correto escrevermos (usamos “til” nas varidveis de integragdo 7, e 7 para diferencia-las dos
limites superiores de integracao v, € t, respectivamente):

Vx t
d7 b
/# :/——dt, (138)
Uy m
Vx() 0

em que vy, = vx(0) e vy = vy(r). Mas hd uma sutiliza, aqui: a integral no membro esquerdo de
(138) ndo permite vy, € v, com sinais opostos, porque nao podemos ter, no integrando, v, = 0.
Entdo devemos supor que vy, e vy tém o mesmo sinal, e verificar se isso de fato ocorre, na
expressdo final para v,(t). Muito bem, calculando as duas integrais em (138), obtenha v,(¢). E
verifique se vy, e v,(f) tém sempre o mesmo sinal. (Dica: faga uso do resultado em (134), ja que

2Em um arrasto quadrdtico, considerando-se um movimento ao longo do eixo x, temos f, = —c v%, em que ¢
€ uma constante positiva. E ha expressdes mais complicadas para forgas de resisténcia do ar (ou de outro fluido,
incluindo liquidos): por exemplo, uma combinagio do tipo f;, = —bv, — cv2. Pesquise a respeito.

73Ha também a técnica de separacio de varidveis para a resolucdo de equacdes diferenciais parciais (quando
temos fungdes de duas ou mais varidveis). Veremos isso na Parte V desta série.
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podemos ter ¥, < 0. Ou, mais diretamente, faca uso do resultado em (135). Se optar por fazer
uso do resultado em (134), observe que, rigorosamente, nao faz sentido tomarmos o logaritmo de
uma velocidade; mas a discusséo realizada na Atividade 2-36 nos mostrou como lidar com isso.)
d) Usando um aplicativo como o Geogebra, trace o grafico de v,(¢) parat > 0, com b/m = 15!
e vy, = 2m/s. Em seguida, mude vy, para —2m/s, e trace o grafico de v,(z). Observe esses dois
grificos com atengdo, pois eles sdo de tipos muito comuns na fisica.

e) Obtenha v,(7), mas agora considerando vy, = v,(fp); ou seja, substitua o “instante inicial”
t =0port=ty.

Atividade 2-40: A obtencdo das antiderivadas de f(x) = Inx ndo é uma tarefa complicada,
mas também nao se trata de algo 6bvio. A forma usual de obtermos tais antiderivadas é com a
aplicagdo da técnica de integracdo por partes, que veremos na Parte 1I-B desta série. Mas, aqui,
vocé obtera as antiderivadas de f(x) = Inx por inspec¢ao, contando com um pouco de “sorte”.
Imagine que vocé precisou calcular a derivada da seguinte fun¢ao: g(x) = xInx. Faga isso.
E use o resultado (aqui estd o elemento “sorte”) para obter, por inspecao, as antiderivadas de
f(x) =Inx.”*

Atividade 2-41: a) Tendo realizado a Atividade 2-40, calcule

1 2 2
/lnxdx, /lnxdx e /lnxdx.
1

1/2 1/2

Forneca, adicionalmente, resultados numéricos, com aproximagao de 3 casas decimais.
b) Usando um aplicativo como o Geogebra, trace o grafico de f(x) =Inxeasretasx=1/2¢e
x = 2, e entdo interprete os resultados do item a geometricamente.

Antes de passarmos a Atividade 2-42, vamos por em destaque as antiderivadas de Inx:

fx)=Inx (x>0) = F(x)=xlnx—x+C, (139)

em que C € uma constante arbitraria.

Atividade 2-42: a) Seja N um nimero natural maior que 1. Vocé sabe: o fatorial de N é denotado
por N! (1é-se “fatorial de N ou “N fatorial”) e definido como

NI=NN-1)(N=2)---3-2-1. (140)

Na mecanica estatistica, com frequéncia surge uma expressao como In(N!), com N > 1 (por
exemplo, N = 10?%). Usando a propriedade bésica de que o logaritmo do produto é igual a soma
dos logaritmos, obtemos:

In(N!) = In(N(N—1)(N—2)---3-2-1) (141)
0
~ =~
= InN+In(N—1)+In(N—2)+---+In3+In2+ In1 . (142)

Mas nem a express@ao no membro direito de (141), nem aquela em (142), parece amigavel
para a realizacdo de cdlculos analiticos, considerando-se um ndmero natural N > 1 qualquer,
concorda? Felizmente, hd uma excelente aproximacédo para In(N!), quando temos N > 1: a
chamada aproximagdo de Stirling (que o pessoal da mecanica estatistica sabe de cor),

In(N!) ~ NInN—N, paraN > 1. (Aproximacio de Stirling) (143)

74Apc')s realizar esta atividade - mas ndo antes - revise a Atividade 2-33, item a, e a nota de rodapé 63.
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Sua principal tarefa, nesta atividade, € obter esta aproximagdo. Nao ha uma dnica forma de
obté-la, mas a que vocé verd aqui € bastante simples e convincente. Muito bem, a Fig. 17 mostra
o grafico de Inx, e uma série de retidngulos de areas In2, In3, ..., In(N —2), In(N — 1), InN
(afinal, todos esses retangulos tém base igual a 1, e, portanto, suas areas sd0 numericamente
iguais as suas alturas). A partir desta figura, convenca-se, geometricamente, de que (veja (142))

N
ln(N!):ln2+1n3—l—---—|—1n(N—2)+ln(N—1)+lnN%/lnxdx, para N > 1.
1

Calculando esta integral, obtenha a aproximacao de Stirling. (Dica: ao final, vocé tera que
realizar uma aproximacao adicional; convenga-se, geometricamente, de que ela € razoavel, para
N>1))

b) Observe que a soma das areas de todos os retangulos € maior que a drea sob a curva (no
intervalo de x = 1 ax = N), e, portanto, temos sempre

N
In(N!) > /lnxdx > NInN—N.
1

——
NInN—-N+1
Contudo, convenga-se - geometricamente - de que a diferenca relativa

In(N!) — (N InN —N)
In(N!)

vai ficando cada vez menor quando vamos aumentando o valor de N, e que isto significa que a
aproximacao de Stirling vai ficando cada vez melhor, quando vamos aumentando o valor de N.

Figura 17: Atividade 2-42.

¢) Para ter uma ideia de quao boa € a aproximacao de Stirling, observe a tabela abaixo, cujos
valores apresentados foram obtidos (sem arredondamentos) com uma calculadora eletronica.
Mostre que o erro percentual com o uso da aproximacao de Stirling - ou seja, a diferenca relativa
percentual [In(N!) — (N InN — N)|/In(N!) x 100% - é menor que 1% para N = 100. E esse erro
vai diminuindo, quando vamos aumentando o valor de N. Na mecanica estatistica, podemos
ter, por exemplo, N = 10?3, Com um valor tdo grande para N, a aproximacio de Stirling é
praticamente uma igualdade.
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N In(N!)  NInN—N

3 1,791759...  0,2958368...
5 4,787491... 3,047189...
10 15,10441... 13,02585...
20 42,33561... 39,91464...
100 363,7393... 360,5170...

Tabela 5: Atividade 2-42.

Atividade 2-43: a) Fazendo uso das igualdades (69) e (113), obtenha:

(] =¢". (144)

Trata-se de um resultado muito especial: a derivada da fungdo ¢* € igual a ela mesma! E claro,
segue imediatamente que

fix)=¢" = F(x)=¢"+C, (145)

em que C € uma constante arbitraria.
b) Alternativamente, obtenha a igualdade (144) sem o uso da igualdade (69), de forma semelhante
ao desenvolvimento em (70) (que explora a praticidade da notagcdo de Leibniz).

Atividade 2-44: a) Fazendo uso da regra da cadeia, calcule a derivada da funcao

f(x) =Ae™,

em que A e a sao constantes nao nulas.

b) Observe que se x nao é adimensional, a dimensao de a é necessariamente inversa a dimensao
de x, para que o expoente ax seja adimensional. Ndo faz sentido, por exemplo, uma expressao
como ¢3™Mers gy ¢—25°8undos; o expoente precisa ser adimensional. Se x é um comprimento, a
tem dimensdo de inverso de comprimento; podemos ter, digamos, @ = 3m~!. Se quisermos que
a constante no expoente tenha a mesma dimensao de x, podemos reescrever Ae™* como Aet/,

com o = 1/a. Calcule a derivada de
g(x) = A"/,

em que A e o sdo constantes nao nulas.
¢) Calcule as derivadas de

f(x)=Ae ™ e g(x):Ae*x/O‘,

em que A é uma constante nao nula, e a e o sdo constantes positivas.75

d) Agora obtenha, por inspecdo, as antiderivadas das fungdes f(x), g(x), f(x) e g(x), acima.
e) Calcule as seguintes integrais:

2

|
/6e3xdx e /%ex/zdx.
0 0

3K claro, podemos fazer, nos itens a e b, respectivamente, a € 0. menores que zero, mas € comum, na fisica,
escrevermos “—a” e “—1/0”’, com a > 0 e o > 0, para explicitar o sinal da constante que multiplica a varidvel no
expoente, quando essa constante é negativa.
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f) E muito importante que estudantes de fisica aprendam a rapidamente visualizar o que ocorre
com os gréficos das fungdes f(x), g(x), f(x) e g(x), acima, quando os valores das constantes A,
a e o sdo alterados. Vamos repetir aqui suas expressoes, mas desta vez considerando, para f(x)
e g(x), respectivamente a > 0 e o > 0:

~

(x) = Ae™ (A#0ea>0);
glx) = AeY/* (A#0ea>0);
(x) = Ae ™ (A#0ea>0);
(x) = Ae ™% (A#0ea>0).

(146)

Usando um aplicativo como o Geogebra, trace o grafico de cada uma das quatro funcdes acima,
inicialmente com A = 2, e fazendo a variar de 0 a 2, e o variar de 0,2 a 2. Faca um grafico
por vez. Brinque com isso, mas preste aten¢ao ao que estd ocorrendo. O ideal é que possamos
visualizar mentalmente como esses graficos mudam quando mudamos os valores das constantes
a e o. Por exemplo, podemos visualizar que o valor de f(x), para x > 0 (lembrando que estamos
fazendo A = 2), diminui, quando o valor de a aumenta, reescrevendo (mentalmente) f(x) como
f(x) = A/e™, e observando que quanto maior o valor de a > 0, para um determinado x > 0,
maior o valor de e* - e, portanto, menor o valor de f (x).

g) Refaca a atividade do item anterior, mas desta vez com A = —2. Entenda que ndo se trata de
uma situagao inteiramente nova: os graficos sao os mesmos do item f, mas refletidos em relacio
ao eixo x.

h) Vejamos um exemplo da importancia do tipo de anélise que vocé fez ao trabalhar no item
f desta atividade. Considere um gas ideal monoatomico confinado a um volume V, com uma
temperatura absoluta 7', e que cada dtomo desse gas possui massa m. Quando estudar mecénica
estatistica, vocé aprenderd que a probabilidade de que um atomo desse gas, escolhido ao acaso,
tenha sua componente x de velocidade entre v, e v, + dv,, sua componente y de velocidade entre
vy € vy +dv,, e sua componente z de velocidade entre v, e v, +dv;, € proporcional a

e BT dv,dvydv,,

em que
L oo 1 2, 2, 2
E:Emv zim(vx+vy+vz)

€ a energia (cinética) desse atomo, e k € uma constante chamada de constante de Boltzmann -
uma das constantes basicas da fisica, de valor aproximado 1,38 x 10723J /K. Como muda essa
probabilidade quando a temperatura absoluta 7" do gis aumenta? Ela aumenta ou diminui?

Atividade 2-45: Nesta atividade, vocé obterd as derivadas e as antiderivadas das fungdes
exponenciais de base b nao necessariamente igual a e - ou seja, das fun¢des b, com 0 < b # 1.
Como vocé vera, ha mais de uma forma de fazer isso.

a) Mostre que podemos reescrever b* (com 0 < b # 1) como e*"?

, € entao obtenha:

[p*] =b"Inb (0<b#1). (147)

Este é o caminho mais simples, em nossa opinido.
b) Alternativamente, obtenha o resultado acima fazendo uso das igualdades (69) e (114).
¢) A partir de (147) obtenha, por inspecao, o seguinte resultado:

fl)=b (0<b#1) = F(x):%—f—C, (148)
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em que C € uma constante arbitraria.

d) Mostre que, como esperado, os resultados em (147) e (148) recaem naqueles em (144) e (145),
respectivamente, no caso em que b = e.

e) Obtenha a derivada e as antiderivadas da funcdo f(x) = 2*.

Saiba que, na fisica, raramente precisamos derivar ou integrar fungcoes exponenciais de
base b # e. Assim, em principio vocé ndo precisa memorizar os resultados em (147) e (148);
apenas os resultados em (144) e (145) - que sdo, essencialmente, o mesmo resultado, concorda?
Ou seja, basta vocé lembrar que [¢*] = *. Se precisar obter a derivada ou uma antiderivada da

fungdo b* (com 0 < b # 1), basta reescrever:"®

b = <e1“b)x —e¥nb (0 <p£1). (149)

Isto vale a pena guardar na memoria.

Atividade 2-46: a) Sabemos que expressdes como 34metros g p3segundos p54 fa7em sentido. O
argumento de uma fungdo exponencial de base b (com 0 < b # 1) é, necessariamente, um
nimero puro. Assim, digamos que um estudante ou uma estudante afirma que a posi¢do x de
uma determinada particula varia com o tempo ¢ de acordo com a seguinte fungéo: x(r) = 2,
parat > 0, com ¢ em segundos e x em metros. Entendemos que tal estudante tem em mente
uma particula que, por exemplo, no instante ¢ = 0 estd na posi¢do x = 2°m = 1 m e no instante
t = 3s estd na posi¢do x = 23 m = 8 m, movendo-se continuamente com o passar do tempo. Mas,
rigorosamente, o segundo membro da igualdade x = 2 estd escrito de forma incorreta, € o erro é
duplo: ndo existe, por exemplo, p3segundos o o ypidade de x ndo apareceria ao final desta conta,
mesmo que ela pudesse ser feita. Corrija o segundo membro desta igualdade, introduzindo
constantes apropriadas ou explicitando as unidades.

b) Em seguida, usando a igualdade (147), obtenha v, (7) = dx/dz e a,(r) = dv,/dr.

Atividade 2-47: Seja f(x) = x*, com x > 0.

a) Calcule a derivada desta fun¢do (mas nado olhe a resposta antes de trabalhar no item b).

b) Usando um aplicativo como o Geogebra, trace o grafico de f(x) = x* e de sua derivada f’(x)
(fazendo uso da expressdo que vocé obteve no item a), e verifique se o gréfico de f’(x) estd
de acordo com o esperado. Trata-se de um teste para a expressao que vocé€ obteve no item a.
Lembre-se: nem sempre ha “resposta na parte final do livro”; precisamos submeter os resultados
de nossos célculos a testes, para ganharmos confianca neles. Esses testes geralmente ndo provam
que um determinado resultado estd correto, mas possibilitam a identificacio de erros. A medida
que um determinado resultado vai passando em testes, vamos ganhando confianga nele - embora
nio haja garantias, entende? E a vida. A propésito, realizar esses testes é uma boa pratica, um
bom treino, mesmo quando hd uma resposta prontamente disponivel. Continuando: se voc€ acha
que sua expressdo para f’(x) passou neste teste, veja agora a resposta no Apéndice A para este
item; se nao, tente refazer seu calculo.

¢) Verifique se f'(x) = [x*]' = x-x*~! = x* (resultante da aplicagiio imprdpria da regra da poténcia)
passaria no teste que vocé faz no item b.

Atividade 2-48: a) Na Atividade 2-39 voce resolveu a equagdo diferencial (136) através da
técnica de separacdo de varidveis. Nesta atividade, vocé aprenderd a resolvé-la de outra forma
(igualmente simples): propondo uma solucdo tentativa, e testando-a. Vamos repetir a equagao

7SE claro, e™” = b porque ¢* e Inx sdo funcdes inversas, uma da outra.
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(136) aqui:

dv, b

— = ——Vy. 150

i o Vx (150)
Estamos em busca de todas as fungdes v,(f) que tornam esta igualdade uma sentenga verdadeira.
Ora, quais sdo as funcdes cujas derivadas sdo iguais a elas mesmas multiplicadas por uma

constante? Convenga-se de que faz sentido escrevermos a seguinte solucdo tentativa:
ve(t) =Ae”,

em que A e a sdo constantes. Teste esta solugdo tentativa, substituindo-a na equacao diferencial
acima, e obtenha a func@o v,(¢). Faga o melhor que puder, antes de ver a resposta no Apéndice
A.

b) Agora que vocé tem a fung@o v, () e sabe integrar fun¢des exponenciais, obtenha a fungio
x(t), que dé a posi¢do da particula em um determinado instante #, a partir de t = 0. Denote a
posi¢do da particula em 7 = 0 por xo.

¢) Para que valor tende x(¢), quando t — oo?

d) Usando um aplicativo como o Geogebra, trace o grafico de v,(t), paras > 0, considerando vy, =
v(0) =3m/s e b/m = 2s~!. Em seguida, trace o grafico correspondente de x(¢), considerando
que a posicao da particula em t = 0 é 0. Observe que a posi¢do da particula esta sempre abaixo
de um determinado valor.

e) Ha uma “terceira forma” de resolver a equacgdo diferencial (150) (na verdade, estd mais
para uma forma alternativa do método da separacdo de varidveis, em que ndo trabalhamos com
integrais definidas, mas com célculos de antiderivadas). Vamos explora-la neste item. Podemos

reescrever a igualdade (150) como
dv,/dt b
dvefdt b (151)
Vy m
Qual € a vantagem disso? Qual foi a sacada, aqui? Veremos. Cada membro da igualdade (151)
¢ uma funcgao de ¢ (no membro direito, uma fun¢do constante). Como elas sdo iguais, suas

antiderivadas sdo iguais ou diferem por uma constante C. Convenga-se de que isso nos leva a:”’

b
ln\vx|:—%t—|—C, (152)

em que C € uma constante arbitraria. Basta derivar, em relacdo a ¢, cada membro de (152), que
obtemos (151) (lembre-se da regra da cadeia). A sacada foi que ao reescrevermos (150) como
(151), pudemos obter as antiderivadas de cada membro. Perceba que houve uma separagao
intencional de varidveis. Voc€ pode dizer: mas temos “d#”” no membro esquerdo de (151)! Sim,
temos, e isso € mesmo desejado, aqui, devido a regra da cadeia - pois derivando o membro
esquerdo de (152) em relagdo a ¢, a regra da cadeia nos fornece o fator dv,/ds. Muito bem,
obtenha, a partir de (152), a mesma expressao para vy(f) apresentada na resposta para o item
a. (Observagdo e dica: A condi¢do v,(0) = vy, que usamos para determinar a constante C em
(152) é chamada de condi¢do inicial. Trata-se de um termo adequado, nao acha? O problema de
resolver a equagdo diferencial (150), com a condigdo inicial v,(0) = vy, (supondo v, conhecido
ou especificado), é chamado de problema de valor inicial.)

7TVocé sabe: rigorosamente, nio podemos tomar o logaritmo de uma quantidade dimensional. Discutimos isso na
Atividade 2-36. Mas, como dissemos 14, esse € um abuso que nés fisicos nos permitimos, para simplificar a escrita,
ja que a expressao final estd correta. Mas se isso lhe incomoda, basta proceder como mostramos na Atividade 2-36:
reescreva a igualdade (151) como (dvy /dt) /v, = —b/m, em que vy = vy/vy,, sendo v, uma velocidade unitdria
com a mesma unidade escolhida para vy, e entdo realize os cdlculos. Ao final, tendo a expressdo para vy(t), expresse
vx(t) como vy () vy, € a unidade voltard a aparecer. Nao chamaremos mais sua atengdo para isso neste texto, td
certo? Se vocé tem esse tipo de cuidado extremo, respeitamos, mas a partir agora esses detalhes ficam por sua conta.
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Atividade 2-49: Certos nicleos atdmicos sdo instdveis, e com emissdes de particulas alfa, beta ou
gama adquirem maior estabilidade (vocé deve conhecer o basico de radioatividade, ao nivel do
ensino médio; se ndo, pesquise a respeito). Essas emissdes t€m um caréter estocastico (aleatorio):
nao sabemos prever quando um determinado nucleo instdvel ird emitir uma particula; pode ser
no proximo segundo, ou ndo ocorrer em mil anos. Mas podemos supor que a probabilidade de
que um determinado nicleo instdvel, “observado” em um certo instante #, emita uma particula no
intervalo de tempo dr seguinte pode ser expressa como Adz, em que A € uma constante positiva
chamada de constante radioativa ou constante de decaimento radioativo ou, simplesmente,
constante de decaimento. A ideia é que cada radiois6topo - ou seja, cada tipo de nucleo instavel,
como, por exemplo, o carbono-14 - tem sua constante de decaimento caracteristica. Quanto
maior o valor de A, maior a probabilidade de decaimento, no intervalo de tempo df (embora seja
uma probabilidade infinitesimal, devido ao fator dr). Considere que uma determinada por¢ao
macroscépica de matéria possui, no instante ¢, .#” nicleos instaveis de um certo tipo. E claro,
A serd uma funcio decrescente de 7. Mas que fungio? E possivel prevé-la? O que temos é a
hipotese acima (de que a probabilidade de que um determinado nucleo instdvel, observado em
um certo instante ¢, emita uma particula no intervalo de tempo df seguinte pode ser expressa
como Adt). Veremos que essa hipétese é suficiente para obtermos a fungdo .4 (¢) - ou seja, a
funcdo .4 (¢) que obteremos a partir dessa hipdtese € a fungdo que corresponde as observagdes
experimentais. Mas antes de passarmos a obtengdo de .4 (¢), vamos comentar tal hipétese, e
aprofundar nosso entendimento do significado da probabilidade Adt.

O que talvez seja mais forte na hipdtese basica que envolve a expressao Adt ¢ a ideia de que
“nudcleos instaveis ndo envelhecem”. De um modo geral, quanto mais velha uma pessoa fica,
maiores as chances de problemas de saude ocorrerem e a levarem a morte, ndo é? Mas a
expressdo Ads é a mesma, para qualquer instante ¢ (ja que estamos suponto A constante), € iSso
significa que a probabilidade de um nucleo instdvel decair em um intervalo de tempo df a partir
de um certo instante € a mesma, quer tal nucleo tenha sido criado hd 1 segundo, quer exista
hé 1 milhdao de anos (ou mais)! Trata-se de uma afirmativa forte, concorda? Podemos testa-la
explorando as previsdes tedricas que decorrem dessa hipdtese, e comparando-as com observagdes
experimentais. Saiba, desde ja, que a concordancia é excelente!

Examinemos agora o que significa, em termos experimentais ou observacionais, a probabilidade
Adr de que um determinado nucleo instavel, observado em um certo instante 7, emita uma
particula no intervalo de tempo df seguinte. Para isso, faremos uma breve digressao.

Vocé sabe que a probabilidade de obtermos a face 5 voltada para cima, ao lancarmos um dado
comum, € 1/6. Mas o que isso significa, em termos praticos? Bem, podemos dizer que ha 1
chance em 6 de obtermos a face 5. Isso estd correto, mas ha - para nos fisicos - uma forma mais
interessante de ler esse resultado: se realizarmos o experimento (que consiste em lancar o dado
e observar a face voltada para cima ao final) um nimero N suficientemente grande de vezes, a
fragdo de vezes que obteremos a face 5 serd aproximadamente 1/6. Mais tecnicamente, podemos
escrever (para nos livrarmos da imprecisio inerente a expressao “um ndmero suficientemente

grande de vezes”):

. n5(N) _1
N e 13

sendo ns(N) o nimero de vezes que obtemos a face 5, com N lancamentos do dado. Esta
igualdade nos diz que a fracdo de vezes que obtemos a face 5 tende a 1/6, quando o niimero N de
realizacoes do experimento tende a infinito. Nao se trata, exatamente, de um limite matemadtico,
pois ns(N) ndo é, propriamente, uma fungdo de N, devido ao carater estocdstico do experimento.
Por exemplo, realizando o experimento 6000 vezes, podemos ter ns(N) = ns(6000) = 950, e
refazendo esses 6000 lancamentos muito provavelmente obteremos n5(6000) # 950 (embora
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muito provavelmente tenhamos ns(6000) préximo de 1000, que é 1/6 de 6000). Nesse sentido,
a prépria notagdo “ns(N)”, usada para fungdes, pode ser considerada aqui inadequada; talvez
seja melhor escrevermos, em (153), “ns” (sem o “(N)”). O que a igualdade (153) expressa
€ a expectativa de que quando o numero N de realizagdes do experimento tende a infinito, a
fracdo de vezes que obtemos a face 5 tende a 1/6 (mesmo que de uma forma nada “suave”,
diferentemente do que vemos em graficos de funcdes “bem comportadas™). Na prética, €
claro, ndo é possivel realizar o experimento um nimero infinito de vezes; mas obtemos 6timos
resultados com um nimero N suficientemente grande de realizacdes. E ai, infelizmente, para
cada tipo de experimento ndo deterministico esse “N suficientemente grande” poderd mudar: em
um caso poderemos obter bons resultados com, digamos, N = 10, e em outro ndo obter bons
resultados com N = 10°. Para o experimento em questio (do lancamento do dado), é quase certo
que obteremos um 6timo resultado - ou seja, a fracdo de vezes em que a face 5 é obtida sera
aproximadamente 1/6 (= 0,1666...) - com, por exemplo, 1 milhdo de realiza¢des (e podemos
deixar um computador fazer esse trabalho por nds - mas isso € assunto para a Parte III desta série).
Agora, veja que interessante: em vez de realizarmos o experimento N vezes sequencialmente (ou
seja, uma realizacdo apds a outra), podemos contar com N pessoas, cada uma com seu dado, e
as N realizagdes ocorrerem em paralelo (ou seja, simultaneamente). Nos dois casos, estamos
supondo que uma realizagao nao afeta o resultado de outra.
As ideias acima se aplicam, em principio, a qualquer experimento ndo deterministico, como
exploraremos em mais detalhes na Parte III e na Parte VI desta série. Assim, voltemos ao
problema de obtermos .4 (7). Temos, em um certo instante ¢, .4 () ntcleos instaveis em uma
por¢do macroscopica de matéria. Cada nicleo tem probabilidade Adt de decair no intervalo de
tempo df seguinte, segundo nossa hipétese basica. Eis a sacada: “observar” quantos niicleos,
do total de N, decaem no intervalo de tempo dt é como realizar o experimento com cada
niicleo N vezes, concorda? Sdo N realizagcdes em paralelo. E como N (t) é, usualmente, um
niimero muito grande, a fragdo |dN'|/ A de niicleos que decaem no intervalo de tempo dt é
aproximadamente igual a probabilidade de decaimento de cada niicleo no intervalo de tempo dt
- ou seja, Mdr. Podemos entdo escrever:
|dA]

= Ade. (154)
Agora é com voce.
a) Convenca-se de que podemos escrever, a partir da igualdade (154):

A _ aar (155)

b) Perceba que temos, em (155), uma equacao diferencial para .4#(¢). Ela estd em uma forma
que “pede” para ser resolvida pelo método da separagdo de varidveis, concorda? Faca isso
(trabalhando com integrais definidas). Em seguida, alternativamente, reescreva a igualdade (155)
como

d'/dt

=

e resolva esta equacdo diferencial de forma semelhante a apresentada no item e da Atividade
2-48 - ou seja, observando que cada membro da igualdade (156) é uma funcao de ¢, e, como elas
sdo iguais, suas antiderivadas sdo iguais ou diferem por uma constante C.
¢) Agora, reescreva a equacao diferencial em (155) como

v
= (157)

-, (156)
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e resolva-a propondo e testando uma solugio tentativa.’®

d) Qual € a unidade de tempo, no SI (Sistema Internacional de Unidades), de A? Vocé pode obter
a resposta de duas formas (entre outras): observando que toda probabilidade € um nimero puro
(ou seja, sem unidade), e observando a expressdo que obteve para .4(f) nos itens b e c.

e) Considere uma porgdo macroscépica de matéria com um determinado nimero .4~ de nicleos
instaveis de um mesmo tipo (que em geral constituem uma pequena fragcdo do total de nicleos;
ou seja, em geral a maioria dos nicleos de uma amostra radioativa sdo estaveis). A atividade
dessa amostra radioativa € denotada por A e definida como a taxa de decaimento radioativo da
mesma, no instante considerado. Convenga-se de que

dtV
= ‘F . (158)
Em seguida, mostre que
A(t) = Age™, (159)
em que Ag € a atividade da amostra no instante t = (. Mostre também que
A(t) =AAN(1), (160)

ou seja, que A € proporcional a .4, sendo A a constante de proporcionalidade.
f) De acordo com a relagio de proporcionalidade em (160), quando o nimero .4 de niicleos
instaveis na amostra radioativa cai a metade, a atividade A da amostra também cai a metade,
e vice-versa. Definimos a meia-vida, T />, de um radioisétopo como o intervalo de tempo em
que a atividade de uma amostra macroscopica contendo um grande nimero de nucleos instaveis
desse tipo cai a metade (que € também o intervalo de tempo em que o nimero .4~ de niicleos
instaveis na amostra cai a metade). Mostre que
In2

Ty = o (161)
Uma observacao final:
Medidas experimentais da atividade de uma amostra radioativa, em funcdo do tempo, nos
permitem obter a constante de decaimento A para o radioisétopo em questdo. E uma vez
conhecida a constante A, uma medida experimental de A, para um determinado instante, nos
permite obter o nimero .4~ de nicleos instaveis naquele instante, com o uso da igualdade (160).
Muito interessante, ndo acha? Nao temos que “contar”, diretamente, os ndcleos instiveis.

Atividade 2-50: Na Atividade 2-48 e na Atividade 2-49 nos deparamos com equagdes diferenci-
ais do seguinte tipo (veja as igualdades (150) e (157), respectivamente):
dy

i =cy, (162)

78F interessante observar como nés, fisicos, fazemos uso do cdlculo diferencial e integral em um desenvolvimento
como este. Se pensarmos d.#” como uma quantidade realmente infinitesimal - ou seja, se quisermos tomar, para a
razdo A4 /At, o limite em que As tende a 0 -, teremos um problema, pois .#” € um nimero inteiro, e portanto varia,
no minimo, de 1 em 1. Entdo o menor valor néo nulo que |A.4| poderia assumir seria 1. Mas como usualmente
temos .#” muito grande (por exemplo, .#” da ordem de 10'7), podemos tratar a varidvel .#” como continua, em
vez de discreta, e considerar A.#" infinitesimal - entdo denotando-o por d.#". Trata-se de uma modelagem. Tratar
quantidades que nao sdo infinitesimais como infinitesimais ndo é novidade para nés: vimos que fazemos o mesmo
quando usamos a expressao dV para um volume infinitesimal de um gés ideal (e em um volume infinitesimal nao
caberia uma tnica molécula do gés, concorda?). De todo modo, lembre-se de que o préprio conceito de “quantidade
infinitesimal” carece de rigor matematico; mas nés fisicos, em geral, gostamos muito da ideia, e fazemos uso dela
quase sempre. SO precisamos fazer uso com cuidado.
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em que y € uma func¢do de x e ¢ € uma determinada constante ndo nula. Resolver uma equacao
diferencial desse tipo significa encontrar todas as fung¢des y(x) cujas derivadas sdo iguais a
elas mesmas multiplicadas pela constante c¢. Aprendemos a resolver esse tipo de equacao
tanto pelo método da separagdo de varidveis como propondo e testando uma solugdo tentativa.
Considerando a condigdo inicial y(0) = yp, a solugdo (como vocé pode verificar) é:

y(x) = yoe. (163)

Mudando a condigdo inicial para y(xo) = yo, a solucdo (como vocé pode verificar) passa a ser:”’

y(x) = yo e, (164)
Agora, vamos analisar uma equacgdo diferencial ligeiramente diferente:

% =cy+d, (165)
em que ¢ e d sdo determinadas constantes, com a restri¢do, apenas, de que ¢ € nao nula. Sua
tarefa é encontrar todas as fungdes y(x) que satisfazem a igualdade (165), e também a condi¢do
inicial (em sua forma mais geral) y(xo) = yo.

a) Inicialmente, tente resolver o problema de valor inicial acima propondo e testando uma
solugdo tentativa. (Talvez voc€ ndo tenha em mente, de imediato, uma solugdo tentativa, mas se
dé um tempinho para pensar. Nao veja a resposta no Apéndice A, nem passe ao item b, antes
disso. Apenas se ndo conseguir propor uma solucao tentativa que resolva a equagao (165), veja
nossa sugestio de solugdo tentativa na nota de rodapé 80;3° daf, faca uso dela.)

b) Agora, resolva o problema de valor inicial acima pelo método da separagdo de varidveis. Faga
isso de duas formas: com e sem o uso de integrais definidas. Ao final, avalie qual dessas trés
formas foi a mais simples para voce, e, se possivel, converse com colegas a respeito. (Dica:
fazendo uso de integrais definidas, consulte o resultado em (127); ndo fazendo uso de integrais
definidas, revise o item e da Atividade 2-48.)

Atividade 2-51: Esta atividade é uma extensdo da Atividade 2-39 e da Atividade 2-48. A
novidade € que entrard no jogo a forca da gravidade: consideraremos um lancamento vertical de
uma particula sujeita a acdo de uma forga de resisténcia do ar proporcional a sua velocidade. O
eixo vertical das posi¢des serd o eixo y.8!

a) Convencga-se de que escolhendo o eixo y apontando para cima, a componente y da forca
resultante sobre o corpo, de massa m, pode ser expressa comoS?

Fres, = —bvy —mg, (166)

Observe que a fungdo em (164) é solucio da equacdo diferencial (162) mesmo para ¢ = 0. Mas evitamos o caso
¢ = 0 porque ele deixaria a equacdo (162) bem diferente, e levaria diretamente a solucio trivial y = constante.

80y(x) =Ae™ +B.

81Poderia ser um eixo x vertical, mas é interessante, quando estudamos movimentos de projéteis, usarmos o eixo
x em uma direc¢do horizontal e o eixo y na diregdo vertical, porque parte dos cdlculos que fazemos para movimentos
horizontais e para movimentos verticais pode ser aproveitada para o caso mais geral de movimentos obliquos. Mas,
¢ claro, vocé ¢ livre para nomear esses eixos como preferir.

82Trabalhando com vetores, a igualdade (166) é obtida de forma trivial. Vocé sé precisa conhecer a ideia de
componentes cartesianas de um vetor - ao nivel do ensino médio. A igualdade (166) segue da relacdo vetorial
F..s = —bv+ mg, observando que com o eixo y apontando para cima temos g = —gj, sendo j o vetor unitdrio (ou
seja, de médulo igual a 1) com a diregdo e o sentido do eixo y. Com o eixo y apontando para baixo temos g = gj,
concorda?
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em que b € uma constante positiva, v, € a componente y da velocidade da particula (ou seja,
vy =dy/dr, em que y € a posi¢do da particula em fungdo do tempo), e g € o médulo da aceleragdo
da gravidade local. Dai, como a, = dv,/dt = Fys,/m (pela segunda lei de Newton), obtenha a
seguinte equacdo diferencial para vy(t): V

%:—%vy—g. (167)
b) Resolva o problema de valor inicial constituido pela equacdo diferencial (167) e pela condi¢ao
inicial v, (0) = vy,. Faca uso do método que preferir. (Dica: revise a Atividade 2-50.)
¢) Faca vy, = 0 na expressdo obtida no item b, e simplifique a expressao resultante para vy (z).
Trata-se de um caso particular importante.
d) Verifique, nas expressoes que obteve para vy(¢) nos itens b e ¢, se de fato temos vy (0) = vy,
(lembrando que no item ¢ temos v, = 0). Trata-se de um teste minimo, concorda? Em seguida,
obtenha, a partir da expressao para vy(t) encontrada no item b, a “velocidade terminal”, vier,
definida como o valor para o qual tende o mdédulo de vy, quando ¢ — oo, E interessante observar
que a velocidade terminal independe de vy,. Por fim, mostre que a velocidade terminal pode ser
prevista igualando-se o médulo do peso da particula ao médulo da forga de resisténcia do ar
sobre a mesma. Vocé entende por qué?
e) Analisando matematicamente a fungdo v,(t), poderfamos concluir que a velocidade terminal
nunca € alcancada; trata-se apenas de um limite. Afinal, a exponencial e bt/m na expressao
para vy(¢), nunca € igual a zero, por maior que seja t. Mas, na pratica, se a velocidade do corpo
(prevista teoricamente) difere da velocidade terminal por uma quantidade inferior a precisdao
com que velocidades sdo medidas, no experimento, podemos dizer que a velocidade terminal
foi alcancada, concorda? Considerando g = 9,81 m/sz, vy, = 0, e que vier = 10,0 m/s, 83 calcule
em que instante 0 modulo de vy € 99% de ve;. Agora, calcule em que instante 0 médulo de v,
difere de vier em 1 mm/s (digamos que essa € a precisdao com que velocidades sao medidas, no
experimento).
f) Neste item, usando um aplicativo como o Geogebra voce ird tracar, em uma mesma figura,
grificos de v,(t) a partir da expressio obtida no item b, considerando g = 9,81 m/s> e b/m =
0,981s~!. Primeiro, mostre que esse valor para b/m é o que nos d4, com g = 9,81 m/s?,
vier = 10,0m/s. Em seguida, trace os gréficos de vy(¢), para r > 0, com os seguintes valores
para vy,: (1) vy, = 20m/s, (i1) vy, = 10m/s, (iii) vy, = Sm/s, (iv) vy, = 0, (V) vy; = —5m/s,
(vi) vy, = —10m/s, (vii) vy, = —20m/s. Analise bem esses graficos. E identifique o instante,
calculado no item e, em que o médulo de vy, com vy, = 0, € 99% de vie.
g) A partir da expressdo obtida no item b para v,(), obtenha a fungéo y(¢), que dé a posigdo
da particula em um determinado instante ¢, a partir de t = 0. Denote a posi¢ao da particula em
t = 0 por yo. Em seguida, com um aplicativo como o Geogebra, trace, em uma mesma figura, os
gréficos de y(z), para t > 0, com os pardmetros apresentados no item f (usando, separadamente,
os seguintes valores para vy : (1) vy, = 20m/s, (i1) vy, = 10m/s, (iii) vy, = Sm/s, (iv) vy, = 0, (v)
Vy, = —Sm/s, (vi) vy, = —10m/s, (vii) vy, = —20m/s). Faca yo = 0. Analise bem esses graficos;
eles sdo até mais interessantes que os graficos de velocidade.
h) Mudando o “instante inicial” de ¢ = 0 para t = f; - ou seja, considerando agora que vy(fo) = vy,
e ¥(to) = yo -, como ficam as expressdes para vy(t) e y(t)? Nao refaca as contas! (Dica: o que
importa € a diferenca t —1y.)

$3E importante estarmos cientes de que ndo necessariamente o modelo matematico com o qual estamos traba-
lhando aqui - e, em particular, esse valor para a velocidade terminal - se aplica a uma situacgdo fisica real, pois nela
o arrasto pode ndo ser bem modelado como uma forga proporcional a velocidade do corpo em relagdo ao fluido.
Pesquise a respeito.
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i) Convenca-se de que escolhendo o eixo y apontando para baixo, a equagao diferencial (167)
muda para:

dv b

y

Do _ Ty 4o 168

dr m "’ & (168)
J) Considerando a alteracdo apresentada no item i, como ficam as respostas para o item h?
Forneca as novas respostas sem refazer as contas!

Analisamos o movimento de corpos sujeitos a forcas de resisténcia do ar na Atividade
2-39, na Atividade 2-48 e na Atividade 2-51. Em todas elas nos limitamos a arrastos lineares.
Exploraremos, na Atividade 2-65 e na Atividade 2-66, arrastos quadraticos. Optamos por deixar
estas duas atividades proximas, mas vocé ji tem os pré-requisitos para realizar a Atividade
2-65, se quiser. Ja a Atividade 2-66 exige o conhecimento prévio de fungdes hiperbdlicas e
suas inversas, que € o assunto da préxima subsecdo. Na Atividade 2-80, voltaremos a analisar o
movimento de corpos sujeitos a arrastos lineares, considerando, pela primeira vez, um lancamento
obliquo: nela, obteremos a equacgdo da trajetoria da particula e uma aproximagao para seu alcance
horizontal. O surpreendente calculo exafo do alcance horizontal de uma particula lancada
obliquamente e sujeita a um arrasto linear serd realizado ao final da Parte II-C desta série, com o
uso de uma fun¢do nao elementar denominada funcdo W de Lambert.

Atividade 2-52: De acordo com a chamada lei do resfriamento de Newton, a taxa de resfriamento
de um corpo € proporcional a diferenca de temperatura entre esse corpo e sua vizinhanga (se essa
diferenca € pequena). Matematicamente:

i —k(T — Tiz), (169)
dt

em que 7 € a temperatura absoluta do corpo (uma fungao do tempo t), T, é a temperatura
absoluta da vizinhanca (que ndo muda durante o resfriamento do corpo), e k € uma constante
positiva denominada constante de resfriamento (cujo valor depende de caracteristicas do corpo e
da vizinhanca, e é uma medida da “eficiéncia” com que o calor flui do corpo para a vizinhanga).8*
a) Resolva o problema de valor inicial constituido pela equagao diferencial (169) e pela condi¢ao
inicial T(0) = Ty, considerando Ty > Ti,. Faga uso do método que preferir. (Dica: revise a
Atividade 2-50.)%

b) Verifique, na expressdao que obteve para 7'(¢) no item a, se de fato temos 7'(0) = 7p. Em
seguida, analise como a temperatura do corpo muda, com o passar do tempo: esboce o grafico de

84Um detalhe técnico: a taxa de resfriamento do corpo (que é uma taxa de variagdo em relacdo ao tempo)
¢ definida como a quantidade —d7 /dr (em vez de dT/dr), para que essa taxa seja positiva. (d7/dt seria uma
expressao mais adequada para uma “taxa de aquecimento”, concorda?) Por exemplo, dizer que em um certo instante
um corpo estd resfriando a uma taxa de 2 kelvins por minuto significa que, nesse instante, a temperatura desse corpo
estd variando a uma taxa de —2 kelvins por minuto - e isso quer dizer que se essa taxa se mantivesse constante, a
temperatura do corpo estaria, um minuto apds o instante em que foi medida, 2 kelvins mais baixa; ou seja, teria
sofrido uma varia¢do de —2 kelvins. Podemos reescrever a igualdade (169) como —dT /dt = k(T — Ty;,), para
termos no membro esquerdo a taxa de resfriamento do corpo, mas a forma em (169) € mais comum.

830bserve que a equagio diferencial (169) é matematicamente equivalente a equacdo diferencial (167) da
Atividade 2-51 - embora os fendmenos fisicos correspondentes sejam bem diferentes. Uma vez identificado que
essas duas equagdes diferenciais correspondem a equacao diferencial (165), da Atividade 2-50, podemos, nos dois
casos, fazer uso da solu¢do que obtivemos naquela atividade. Temos aqui um bom exemplo de como nds, fisicos,
nos beneficiamos de estudos gerais realizados pelos matematicos, sem referéncia a um sistema fisico particular.
E claro, sempre que pudermos combinar fisica e matemdtica, melhor, mas podemos estar diante de um problema
fisico que nos leva a uma equagao diferencial muito complicada, e tentar resolver essa equacgdo “do zero” ndo seria
muito esperto de nossa parte; faz mais sentido pesquisar se o tipo de equagao diferencial que temos diante de nds ja
foi estudado pelos matematicos (ou mesmo por outros fisicos).
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T(t) a mdo, parat > 0, indicando na figura as temperaturas Ty € Tyiz.
¢) A partir da expressdo para 7' (¢) obtida no item a, obtenha:

T=in _ ot _ ot/ (170)

Ty — Ty,
com
1
k'
Em seguida, mostre que T € uma constante, com unidade de tempo, com o seguinte significado
fisico: é o tempo necessdrio para a diferenca de temperatura entre o corpo e a vizinhanga cair
para aproximadamente 37 % de seu valor inicial. Essa constante € usualmente denominada
tempo de relaxamento, porque da uma ideia de quanto tempo leva para o sistema entrar em
equilibrio térmico com a vizinhanga. E claro, ndo estamos dizendo que apés o intervalo de tempo
At =7, a partir de t = 0, o sistema entra em equilibrio térmico com a vizinhanga; acabamos de
dizer que apds esse intervalo de tempo a diferenca de temperatura entre o corpo e a vizinhanca
cai para aproximadamente 37 % de seu valor inicial. Mas quanto maior o valor de T, mais
tempo leva para a diferenca de temperatura entre o corpo e a vizinhanga cair para, digamos,
aproximadamente 5% de seu valor inicial. Exploraremos isso no préximo item. Mas, antes:
observe que € esperado que o valor de T diminua com o aumento do valor de k, concorda? Afinal,
k ¢ uma medida da eficiéncia com que o calor flui do corpo para a vizinhanga.
d) Mostre que em ¢ = 27, a diferenca de temperatura entre o corpo e a vizinhanca é aproxima-
damente 14 % de seu valor inicial (que é aproximadamente 37 % de 37 %), e que em t = 37T,
a diferenca de temperatura entre o corpo e a vizinhanga € aproximadamente 5 % de seu valor
inicial (que € aproximadamente 37 % de 14 %).
e) Mostre que a cada intervalo de tempo Ar = 7, a diferenca de temperatura entre o corpo € a
vizinhanga cai pelo fator 1 /e (que corresponde ao percentual aproximado de 37 %).
f) Mostre que a lei do resfriamento de Newton também se aplica a temperaturas medidas em
graus Celsius. A relacdo numérica entre a temperatura absoluta 7', medida na escala Kelvin, e a
tempertarura 7c, medida na escala Celsius, € a seguinte:

T (171)

T =1tc+273,15.
Incluindo as unidades (para os puristas):
T = (tc +273,15°C) - 1K/°C =1c- 1K/°C+273,15K.

g) Resolva a equacdo diferencial (169) considerando Ty < Ty, - ou seja, supondo que a mesma
equacdo diferencial se aplica ao aquecimento de um corpo em contato térmico com a vizinhanga.
Em seguida, esboce o grifico de T'(¢) a mdo, parat > 0, indicando na figura as temperaturas 7p e
Tyi;. Compare com o gréafico esbocado no item b.

Atividade 2-53: Na fisica, quase sempre trabalhamos com funcdes exponenciais de base e. Aqui
ou ali usamos uma base 10, uma base 2 ..., mas isso corresponde a uma minoria dos casos,
que, contudo, merece atencao. Nesta atividade exploraremos fun¢des exponenciais com bases
diferentes de e.

a) Analisemos, inicialmente, a fun¢do

y(t)=5-2".
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Podemos pensar r como tempo, mas ndo vamos nos preocupar com unidades, por enquanto,
certo? O valor inicial de y,em ¢ =0, € 5, e y tem seu valor duplicado a cada unidade de ¢. Veja:

y(0) = 5.2°=5,

y(1) = 5.21=5.2=10,

y2) = 5.22=(5-2)-2=10-2=20,
y(3) = 5.23=(5-2%)-2=20-2 =40,

e assim por diante. Modifique esta fungdo para que o valor de y seja duplicado a cada 4 unidades
de ¢, mantendo o valor inicial igual a 5.

b) Agora, modifique a fung@o y(¢) do item a para que o valor de y seja triplicado a cada 4
unidades de ¢, mantendo o valor inicial igual a 5.

¢) Modifique a fung@o y(¢) do item a para que o valor de y caia a metade a cada 4 unidades de 7,
mantendo o valor inicial igual a 5.

d) Modifique a fung¢do y(¢) do item a para que o valor de y caia a um terco a cada 4 unidades de
t, mantendo o valor inicial igual a 5.

e) Estamos prontos para o caso geral. Qual é a fungdo y(t) cujo valor em t =0 é yo, e é
multiplicado pelo fator b (com 0 < b # 1) a cada T unidades de t? Antes de olhar a resposta
no Apéndice A, teste sua resposta para os casos particulares trabalhados nos itens anteriores.
Observe que a fungdo y(¢) deste item esta na forma adequada ao trabalho com unidades fisicas.
Se t é tempo, T tem unidade de tempo; e yo tem a unidade de y, € claro. b € um nimero, sem
unidade.

f) Agora, reescreva a fungao y(z) encontrada no item e mudando a base da poténcia para e, mas
sem alterar a funcao.

g) Vamos explorar uma aplicacio. E observado que o nimero de casos de uma determinada
doenga vem dobrando a cada 7 dias, contados sempre ao meio-dia. Se essa tendéncia se mantém,
e ao meio-dia de hoje foram noticiados um total de 20000 casos (acumuladamente), qual é a
funcdo n(t) que descreve a evolucdo do nimero de casos com o tempo, a partir do dia de hoje?
(Faga t = 0 para o dia de hoje.) Adicionalmente, calcule dn/df e (dn/dt)|,—o.

h) Mais uma aplicagao. E verificado, experimentalmente, que a atividade A de uma amostra
radioativa (revise os itens e e f da Atividade 2-49) cai a metade a cada intervalo de tempo
At =T ;. Podemos imediatamente escrever:

1 t/Ti 2
Alr) = Ag <§> = A2,

concorda? Reescrevendo a expressdo para A(f) mudando a base da poténcia para e, obtenha:

A(t) =Age™,
com
A= 2
Ty,
Dai, temos
In2
Ty = o

que foi a relag@o entre 77, € A que obtivemos no item f da Atividade 2-49. Muito bacana este
item, ndo acha?
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Atividade 2-54: No item f da Atividade 2-53, vocé mostrou que uma fungdo y(z) = yob"/* (com
0 < b # 1) pode ser reescrita com a base da poténcia sendo e:

y(t) = yob'/" = yo e/,
Em geral, nossa preferéncia pela base e € que ela torna os cdlculos mais simples; por exemplo,
[¢"]" = ¢*, enquanto [b*] = b* Inb (0 < b # 1) (veja a igualdade (147)).
a) Analogamente, a base de uma poténcia pode ser mudada de e para uma base b qualquer,
apenas com a restricdo de que b seja positivo e diferente de 1. Mostre que, sendo 0 < b #£ 1,
podemos reescrever f(x) = Ae™ como

f(x) = Ae™ = Ap™/ 00

b) Sabemos que f(x) =Ae™ = f'(x) =aAe™ = af(x). Partindo da igualdade f(x) = Ab®/ b,
e fazendo uso da regra expressa em (147), mostre que também obtemos (como esperado) f’(x) =
af(x). Isso significa que a solugdo da equagdo diferencial f/(x) = af(x) pode ser expressa tanto
na forma f(x) = Ae®™ como na forma f(x) = Ab®/™? com 0 < b # 1. Escolhemos, em geral,
a primeira forma porque ela é mais simples. Analogamente, podemos escrever a solucao da
equacao diferencial

o,
F y

(veja a Atividade 2-50) na forma
y(x) =yoe,

ou, equivalentemente, na forma
y(x) =y bcx/lnb.

Novamente: a primeira forma € mais simples, e dai a nossa preferéncia por ela, mas devemos
estar cientes de que a base da poténcia nao necessariamente precisa ser e. Por outro lado,
observe que o nimero e estd sempre presente: se nao como a base da poténcia, entdo no “Inb”,
nesta dltima expressdo para y(x) (pois Inb = log, b). Essa presenca do niimero e vem ld do
desenvolvimento inicial relativo ao célculo de [log, x]’, que nos levou as igualdades (108), (109)
e (110), e depois as demais formulas envolvendo derivadas de fungdes logaritmicas e de fungdes
exponenciais. Portanto, o nimero de Euler, e, desempenha um papel especial no célculo com
funcdes logaritmicas e exponenciais - seja ou nao usado como base de uma poténcia; nao se trata
apenas de uma questao de simplificagdao das contas.

¢) Mostre que podemos mudar a base da poténcia, em uma fungido como y(t) = y b'/* (com
0 < b #1),de b para b (com 0 < b # 1), desde que mudemos também a constante T no expoente.
Mais especificamente, mostre que

= x Inb
= t/T = I/T T—= E—
y(t) =yob yob''*, com 7 T(lnb)'

Podemos reescrever:
_ t/t _ ., pt/% = . . ) T T
y(t) =yob'" =yob''*, comte 7 assim relacionados: — = —. (172)
Inb Inb

Adicionalmente, mostre que para que T e ¥ tenham o mesmo sinal, as constantes b e b tém que
estar, ambas, no intervalo aberto (0,1) ou no intervalo aberto (1,); do contrario, T e T t€ém
sinais opostos.
d) O resultado em (172) € muito interessante! Consideremos, neste item, b e b pertencentes,

Peixoto & Oliveira (2025) / Pesquisa e Ensino em Ciéncias Exatas e da Natureza, 9: 75



Um curso basico de matematica para estudantes de graduacao em fisica - Parte II-A

ambos, ao intervalo (0, 1) ou ao intervalo (1,e), e também que T > 0. De acordo com o que
voc€ mostrou ao final do item ¢, isso implica que T > 0. O resultado em (172) nos diz que a
funcao y(t) = yob'/", cujo valor inicial yo é multiplicado pelo fator b a cada T unidades de t,
tem seu valor inicial multiplicado pelo fator b a cada % unidades de t, sendo ¥ = t(Inb)/(Inb).
Por exemplo, a funcdo y(¢) = 2, que tem seu valor inicial 1 duplicado a cada unidade de 7, tem
seu valor inicial triplicado a cada (In3)/(In2) unidades de 7, quadruplicado a cada (In4)/(In2)
unidades de ¢, quintuplicado a cada (In5)/(In2) unidades de ¢, e assim por diante. Vamos
denotar esses trés valores respectivamente por T3, T4 € T5. Verifique a conclusdo acima usando
um aplicativo como o Geogebra. (Dica: trace, além do gréfico de y(r) =2’ (ou de f(x) =2%),
retas verticais que cortam o eixo das abscissas nos seguintes pontos: 13, 213, 313; T4, 2T4, 3T4;
Ts, 2’55, 3’C5.)

e) Agora, considere a funcgéo y(¢) = (1/3)’, cujo valor inicial 1 cai a um ter¢o a cada unidade de
1. O valor inicial desta fungdo cai a metade a cada 7y, unidades de 7, e a um quarto a cada Ty 4
unidades de ¢. Encontre Ty 5 € Ty /4, € teste os valores encontrados usando um aplicativo como o
Geogebra.

f) Para concluir, mostre que nio é apenas o valor inicial yo da fung@o y(z) = yo b'/" que é
multiplicado pelo fator b a cada T unidades de ¢: mostre que

paratodo 7 € R, y(t) = yob"/* = y(t+71) = by(t).

Em resumo, vocé mostrou que todas as fungdes exponenciais cujos valores duplicam em interva-
los constantes de seu argumento também triplicam em intervalos constantes, quadruplicam em
intervalos constantes, e assim por diante. E que todas as fun¢des exponenciais cujos valores caem
a metade em intervalos constantes de seu argumento também caem a um ter¢o em intervalos
constantes, a um quarto em intervalos constantes, e assim por diante. E aprendeu a relacionar
esses intervalos constantes (veja (172)). E claro, ndo hé nada de especial com “duplicar” ou
“cair a metade”’; podemos, por exemplo, dizer que todas as funcdes exponenciais cujos valores
triplicam em intervalos constantes de seu argumento também duplicam em intervalos constantes.
Tudo isso tem aplicacdes praticas imediatas - por exemplo, na andlise da evolucdo do nimero de
casos de uma determinada doenga, como a COVID-19. Se o numero de casos vem aumentando
exponencialmente - por exemplo, duplicando regularmente a cada 7 dias -, podemos concluir que
se o comportamento exponencial se mantiver, o nimero de casos serd regularmente multiplicado
por 10 a cada 23 dias, aproximadamente (verifique essa conta). A propdsito, saiba que muitos
fisicos trabalharam com a modelagem dessa pandemia.

Atividade 2-55: Na Atividade 2-8 nos deparamos com uma equacao diferencial do seguinte tipo
(veja a equagdo (26)):

d?y 2

w2 —ay, (173)
em que y é uma funcdo de x, e a é uma constante ndo nula.’® Aprendemos, com a realizagio da
Atividade 2-8 e da Atividade 2-9, que a solugdo geral para uma equagdo diferencial desse tipo

86Temos, no segundo membro da equacio (173), a constante negativa —a”. Trata-se de uma forma conveniente
de escrever essa constante, devido a sua relagdo com a constante a presente na solugdo geral (veja (174) e (175)). E
claro que isso revela que ja conhecemos a solu¢do, percebe? Ou seja, possivelmente a equacio diferencial (173)
ndo teria sido escrita assim em um primeiro momento, mas, provavelmente, na forma dzy/ dx? = cy, em que ¢
€ uma constante negativa, ou na forma d2y/ dx? = —cy, em que ¢ € uma constante positiva. Contudo, ¢ comum,
na matematica e na fisica, reescrevermos uma equacao diferencial em uma forma mais “conveniente”, uma vez
conhecida sua solug¢do. Saiba que muito do que € apresentado, tanto em livros quanto em aulas, como se fosse fruto
de uma “primeira ideia” corresponde a enésima versao do desenvolvimento inicial. Primeiro, a pessoa desenvolve
certas ideias; depois, ela estuda como apresentar aquelas ideias de forma mais interessante. Raramente a forma
como um determinado desenvolvimento é apresentado - seja em uma aula, seja em um livro, ou em um artigo
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pode ser expressa em uma das seguintes formas:

y(x) =Acos(ax+b), (174)

comA >0, a > 0 e b arbitrario,?” ou

y(x) = By cosax+ By senax, (175)

com By #0ou By #0,e coma > 0.
a) Vamos modificar a equacao diferencial (173) para

d2
aﬁ = d%y. (176)

Agora estamos em busca de todas as fungdes y(x) cujas derivadas segundas sao iguais a elas
mesmas multiplicadas pela constante positiva (essa é a novidade) a®>. Resolva a equacio
diferencial (176), lembrando que a solucdo geral deve conter duas constantes arbitrdrias (porque
a equagdo diferencial ndo determina y(0), nem y'(0)). (Dica: comece propondo uma solugéo
tentativa simples.)

b) Reescreva sua solugdo expressando as duas constantes arbitrarias em termos de yp = y(0) e
¥y = (0). Em seguida, verifique se vocé obtém, a partir de sua solugdo, y(0) = yo e y'(0) = y,.
Vocé terd resolvido o problema de valor inicial constituido pela equacao diferencial (176) e pelas
condigdes iniciais y(0) = yo e y' (0) = yj,, com yg e y;, dados.

2.2.6 Calculo com funcées hiperbdlicas e com funcoes hiperbolicas inversas

As chamadas fungoes hiperbdlicas tém, com uma hipérbole, as mesmas relagdes que as
fungdes trigonométricas tém com uma circunferéncia.®® Exploraremos esse aspecto geométrico
das funcdes hiperbodlicas na Parte IV desta série. Aqui, bastard conhecermos as expressoes
que definem as fungdes hiperbodlicas: a partir delas, obteremos tudo o mais nesta subse¢do
(e nem todos os resultados postos em destaque precisam ser memorizados; alguns podem ser
consultados, quando necessario). No processo, reconheceremos algumas semelhancas que as
fungdes hiperbdlicas t€ém com as fungdes trigonométricas - o que justificard seus nomes.

As fungdes
senhx = ? (177)
e
coshx = # (178)

sdo denominadas, respectivamente, seno hiperbdlico e cosseno hiperbdlico. E interessante que
vocé memorize estas duas definicoes.

cientifico - corresponde a sua versdo inicial. O trabalho de reescrita, com vistas a didatica, a clareza, a objetividade,
etc., € muito importante no ensino e na ciéncia. Talvez falte apenas, algumas vezes, dizer isso aos estudantes, que,
em sua inexperiéncia, olham para um resultado final como se fosse fruto de uma primeira ideia e dizem algo como
“eu nunca teria pensado nisso!”.

87 Aprendemos, com a realizacio da Atividade 2-7, que a restrigio de que A e a sejam constantes positivas nio é
realmente limitante, e que podemos usar, em (174), a funcio seno, no lugar da fungdo cosseno.

8 A propoésito, as fungdes trigonométricas também sdo chamadas de fungédes circulares.
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Atividade 2-56: a) Mostre que
senh0=0 e coshO=1.

(Veja a semelhanga com as fungdes senx e cosx, respectivamente, pois sen) =0 e cos0 = 1.)
b) Mostre que

[senhx]’ =coshx e [coshx] = senhux. (179)

(Aqui, a semelhanga néo é completa, pois [senx]’ = cosx, mas [cosx] = —senx.)
¢) Obtenha as seguintes identidades:

senh(—x) = —senhx e cosh(—x) = coshx (180)
(compare com sen(—x) = —senx e cos(—x) = cosx, respectivamente),
cosh”x — senh’x = 1 (181)

(compare com cos?x+sen’x = 1),

senh(a+ b) = senha coshb + senhb cosha (182)

(compare com sen(a + b) = senacosb + senbcosa),

cosh(a+ b) = cosha coshb + senha senhb (183)
(compare com cos(a+ b) = cosacosb — senacosb).

Em principio, voc€ ndo precisa memorizar essas identidades. As duas primeiras, em (180),
sdo faceis de identificar (e, como veremos na Parte II-B desta série, nos dizem, respectivamente,
que senhx é uma funcgdo impar e coshx é uma fungdo par). Quanto as demais, basta saber que
elas existem (junto com outras, que nao apresentamos aqui), € que vocé pode consulta-las, se
necessario.

Atividade 2-57: As demais fun¢des hiperbdlicas podem ser definidas a partir de senhx e coshx
da mesma forma que senx e cosx definem as demais funcdes trigonométricas (veja (18)), e por
1sso essas defini¢des sdo faceis de lembrar. Temos:

senhx &' —e™*

tehx = = 184

BIY= Coshx e pe (184)
1 2

hx = = 185

sechx coshx e*4e ¥’ (185)
1 2

hx = = 186

COSSECNY = Senhx  ef— e’ (186)
1 coshx é&'+e*

tehx = = = . 187

cotEnt tghx senhx e*—e™ (187)
A partir dessas defini¢des, e fazendo uso dos resultados em (179), obtenha:

[tghx]’ = sech’x (188)
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(compare com [tgx]’ = sec?x),

[sechx]’ = —sechx tghx (189)

(compare com [secx]’ = secx tgx),

[cossechx]’ = — cossechx cotghx (190)
(compare com [cossecx]' = —cossecx cotgx),
[cotghx]’ = — cossech’x (191)
(compare com [cotgx]’ = —cossec?x).

Atividade 2-58: Calcule as derivadas das fung¢des abaixo, sendo A e a constantes arbitrarias.

a) f(x) = Atghax b) f(x) = Asenhax coshax ¢) f(x) =1In(coshx)
Atividade 2-59: a) Esboce a mdo, em uma mesma figura, os graficos das funcdes
f@) =2, g =ne™ e hx)= —se
= — X)) =—e¢e = ——e
2 ) g 2 2 )

e a partir deles esboce, ainda na mesma figura, o grafico de coshx (observando que coshx =
f(x)+ g(x)) e o grafico de senhx (observando que senhx = f(x) + h(x)). Verifique se seus
esbocos estao corretos usando um aplicativo como o Geogebra.

b) O grafico de tghx pode ser esbogado a partir dos graficos de senhx e coshx. Convencga-se, a
partir dos gréficos de senhx e coshx, de que a razdo senhx / coshx nos leva ao gréfico na Fig. 18.
As duas linhas horizontais tracejadas, na figura, sdo assintotas: elas indicam que tghx tende a
1 quando x — oo, e que tghx tende a —1 quando x — —oo. Trata-se de assintotas horizontais.
Vimos um exemplo de assintotas verticais quando discutimos a Fig.5, que mostra o grafico da
funcdo tgx. Estudaremos assintotas - verticais, horizontais e obliquas - de forma um pouco mais
técnica na Parte II-B desta série, mas se vocé entendeu bem o papel das linhas tracejadas na
Fig.5 e na Fig. 18, j4 captou a ideia, e serd capaz de identificar, por exemplo, que aretay =2 €
uma assintota horizontal do grafico da fungdo f(x) = ¢*+2, e que a reta x = 3 ¢ uma assintota
vertical do grafico da fungdo f(x) = In(x —3).

Figura 18: Grafico de tghx.
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Atividade 2-60: a) Reescreva a fung@o y(x) obtida no item b da Atividade 2-55 com o uso das
funcgdes seno hiperbdlico e cosseno hiperbdlico. Em seguida, observe que essas fungdes tornam
a expressdo para y(x) mais simples. Por fim, veja como fica um pouco mais facil verificar que
¥(0) = yo e y'(0) = ;.

b) Volte a equagdo diferencial (173), reapresentada na Atividade 2-55, e considere sua solug@o na
forma expressa em (175). Reescreva aquela solug@o expressando as duas constantes arbitrarias
Bi e B, em termos de yo = y(0) e y; = y'(0). Dai compare a expressdo obtida com aquela obtida
acima, no item a (lembrando que trata-se de duas equagdes deferenciais diferentes). (Esperamos
que vocé aprecie.)

Atividade 2-61: Esta atividade € uma continuacdo da Atividade 2-60. Estamos supondo que
vocé acabou de realizd-la, ou que se lembra bem dela, ou que ird revisa-la, antes de realizar a
atividade atual. Muito bem, a ideia aqui € refazer a Atividade 2-55, mas agora diretamente com
o uso de fungdes hiperbélicas. E que ao realizar a Atividade 2-55 vocé provavelmente usou, em
sua solucdo tentativa, uma fun¢do exponencial (ou uma combinacao de fun¢des exponenciais),
e apenas realizando a Atividade 2-60 vocé reescreveu, com o uso de fun¢des hiperbdlicas, a
solucdo para o problema de valor inicial constituido pela equagdo diferencial (176) e pelas
condigdes iniciais y(0) = yo e y'(0) = y;, com yg e y, dados. A ideia aqui é fazer uso de
fun¢des hiperbdlicas ja na solucdo tentativa, entende? Muito bem, faga isso. Resolva, com o
uso de fungdes hiperbdlicas desde o inicio, o problema de valor inicial constituido pela equacao
diferencial (176) e pelas condigdes iniciais y(0) = yo € y'(0) = yf,, com Yo e ¥}, dados.®

Atividade 2-62: A Fig. 19 apresenta os graficos de senhx e coshx (que vocé deve ter esbocado
realizando a Atividade 2-59), e a Fig. 18 apresenta o gréfico de tghx. Perceba, a partir desses
grificos, que as fungdes senhx e tghx possuem inversa, mas a func¢do coshx ndo. Contudo,
embora a funcio coshx nao seja inversivel, podemos restringir seu dominio para que a nova
fungdo assim obtida possua uma inversa. A escolha padrdo € restringir o dominio do cosseno
hiperbdlico ao conjunto dos nimeros reais nao negativos.

a) Sua tarefa neste item € obter as expressdes para as inversas das funcdes senhx e tghx, e a
expressao para a inversa da func¢io cosh;x, definida aqui como o cosseno hiperbdlico com o
dominio restrito ao intervalo [0, o). Denotando essas inversas respectivamente por arcsenhx (ou
senh™ 1 x), arctghx (ou tgh*1 x) e arccoshx (ou cosh™ ! x)°, obtenha:

arcsenhx = In <x—|— X+ 1) (x e R), (192)

arccoshx:1n<x—|— VX2 — 1) (x>1), (193)

2 1—x

1 1
arctghx = —ln< +x) (—l<x<1). (194)

8Veja que interessante: as fungdes y(x) = Acosrx e y(x) = Asenrx ndo sdo boas solugdes tentativas para a
equacio diferencial (176), porque ao derivarmos duas vezes qualquer uma dessas funcdes obtemos y” (x) = —r2y(x)
- ou seja, obtemos uma constante negativa no segundo membro, e queremos que apareca 14 a constante positiva a?;
mas com y(x) = Acoshrx ou y(x) = A senhrx obtemos y”(x) = r>y(x). Perceba que a auséncia do sinal de menos,
nesta Gltima igualdade, é consequéncia de termos (senhx)’ = coshx e (coshx)’ = senhx (sem o sinal de menos),
enquanto (senx) = cosx e (cosx)’ = —senx (com o sinal de menos).

90Rigorosamente, deveriamos escrever “cosh, Ly’ em vez de “cosh~! x”, concorda? Mas é um pequeno abuso de
notagdo que € permitido.

Peixoto & Oliveira (2025) / Pesquisa e Ensino em Ciéncias Exatas e da Natureza, 9: 80



Um curso basico de matematica para estudantes de graduacao em fisica - Parte II-A

(Estas expressoes estdao aqui para consulta; voc€ ndo precisa memoriza-las.)

b) Lembrando que o grafico de uma fungio inversivel f(x) e o grifico de sua inversa f~!(x)
sdo simétricos em relacdo a bissetriz dos quadrantes impares, esboce os graficos de arcsenh.x,
arccoshx e arctghx a partir dos graficos de senhx, coshx (para x > 0) e tghx, respectivamente
(veja as Figs. 18 ¢ 19).

¢) Verifique se seus esbogos estdo corretos usando um aplicativo como o Geogebra. Faca isso de

LT3 29

duas formas: escrevendo no aplicativo as expressdes “arcsenh(x)”, “arccosh(x)” e “arctgh(x)
(ou similares - ou seja, as expressdes que forem reconhecidas no aplicativo), e depois fazendo
uso das expressoes em (192), (193) e (194).

Figura 19: Grificos de senhx e cosh.x.

Pesquise a respeito de fungdes inversas relacionadas as demais fungdes hiperbolicas, se for
de seu interesse.

Atividade 2-63: a) A partir das expressdes em (192), (193) e (194), obtenha:

1
[arcsenhx]’ = Jo (x e R), (195)
1
[arccoshx] = Toi (x>1), (196)
[arctghx]’ = - (—1<x<1). (197)

(Compare estes resultados - que ndo precisam ser memorizados - com aqueles em (76), (77) e
(75), respectivamente.)

b) Alternativamente, obtenha as trés expressdes acima fazendo uso do que aprendeu, estudando
a subsecio 2.2.3, sobre como calcular a derivada de uma fungdo inversa.”!

91 A primeira vista, 0 caminho seguido no item a parece um pouco mais simples que o caminho seguido no item b
(veja se vocé concorda, porque ha algum grau de subjetividade nesse tipo de andlise). Contudo, o caminho seguido
no item b tem a vantagem de nao exigir o conhecimento prévio das expressdes em (192), (193) e (194), percebe?
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¢) Convenca-se de que seguem imediatamente das igualdades (195), (196) e (197) estes resultados
(que nao precisam ser memorizados):

1
f(x)—\/xz—T (xeR) = F(x)=arcsenhx+C (x€R), (198)
f(x)zz;1 (x>1) = F(x)=arccoshx+C (x>1), (199)

2
f(x):1_1x2 (Cl<x<1) —s F(x)=arctghx+C (—1<x<1), (200)

em que C € uma constante arbitraria.”? (Compare com os resultados em (80), (81) e (79),
respectivamente.)

d) E interessante observar que para ndo termos problema com a fungdo f (x) =1/v/x%—1, basta
termos x > 1 ou x < —1. Contudo, a func@o arccoshx s6 estd definida (como vocé mesmo
mostrou, no item a da Atividade 2-62) para x > 1. Entao se vocé precisar calcular uma integral
como

b1
=t
a x2 —1
s6 podera fazer uso do resultado em (199) - associado ao teorema fundamental do cdlculo - se o
intervalo [a, b] estiver contido no intervalo (1,e0). Vamos explorar isso neste item. Inicialmente,
calcule, fazendo uso do resultado em (199), a seguinte integral (e sé confira a resposta, no
Apéndice A, ap0s a conclusdo deste item, certo?):

3 1
J—,
2 Vx2—1

Agora, usando um aplicativo como o Geogebra, esboce o grafico da fungdo 1/v/x2 — 1, e explore
sua simetria para calcular a seguinte integral:

[,

-3 VaZ—-1

Mostre que ndao podemos fazer uso, diretamente, do resultado em (199).

e) Similarmente, observe que para niio termos problema com a fungio f(x) = 1/(1 —x?), basta

termos x # 1 e x # —1. Contudo, a fun¢do arctghx sé esta definida (como vocé mesmo mostrou,
no item a da Atividade 2-62) para —1 < x < 1. Entdo se vocé precisar calcular uma integral

como
b 1 d
/a 1—x2 7

sO podera fazer uso do resultado em (200) - associado ao teorema fundamental do cdlculo - se
o intervalo [a, b] estiver contido no intervalo aberto (—1,1). Vamos explorar isso neste item.
Inicialmente, calcule, fazendo uso do resultado em (200), a seguinte integral:

1/2 1
/O v

220Observe o seguinte detalhe: a fungdo arccoshx est4 definida para x > 1 (veja (193)); contudo, sua derivada s6
existe para x > 1 (veja (196)), e daf a restri¢do x > 1 para F(x) em (199).
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Agora, mostre que o uso incorreto do resultado em (200) para o calculo da integral

31
dx
/zl—x2

leva a um resultado obviamente incorreto. Em seguida, calcule a integral acima usando o seguinte
“truque” (que € uma aplicacao do chamado mérodo das fracdes parciais, que vocé aprendera
mais adiante): reescreva o integrando como

1 B A n B
1—x2 14x 1—x

Y

e determine as constantes A e B. Por fim, mostre que esse truque também pode ser usado para o

calculo da integral
1/2 1
dx
/o 1—x2

e perceba que trata-se de um caminho mais simples (pois nao exige o conhecimento ou a consulta
do resultado em (200), nem da expressao para o arco tangente hiperbolico, em (194)). (Mas nem
sempre o uso do método das fragcdes parciais € o caminho mais interessante..., como vocé vera
realizando a Atividade 2-66.)

Atividade 2-64: Voltemos as funcdes hiperbdlicas. A partir das igualdades em (179), € imediato
concluir que

f(x) =coshx = F(x) =senhx+C (201)

f(x)=senhx = F(x)=coshx+C, (202)

em que C é uma constante arbitraria. Mas quais sao as antiderivadas da tangente hiperbolica? A
proposito, também nao obtivemos, ainda, as antiderivadas da tangente, percebeu? Entdo vamos,
nesta atividade, obter as antiderivadas de tgx e as antiderivadas de tghx. Isso pode ser feito
através do método da substituicdo, que veremos quando estudarmos técnicas de integracdo. Mas
uma pequena sacada nos permite obter essas antiderivadas, como veremos a seguir.

a) Um pouco de experiéncia e/ou sagacidade pode sugerir que In|cosx| é uma boa candidata a
antiderivada de tgx. Explore isso, e dai obtenha:

f(x)=tgx = F(x)=—In|cosx|+C, (203)

em que C é uma constante arbitrdria. Adicionalmente, mostre que podemos reescrever — In | cos x|
como In|secx|. Portanto, alternativamente, temos:

f(x)=tgx = F(x)=In|secx|+C. (204)

Mas a expressao em (203) para a antiderivada da tangente € mais facil de lembrar, concorda?
b) De forma anéloga, obtenha:

f(x) =tghx = F(x) =1In(coshx)+C, (205)

em que C € uma constante arbitraria.

Analisamos o movimento de corpos sujeitos a forcas de resisténcia do ar na Atividade
2-39, na Atividade 2-48 e na Atividade 2-51. Em todas elas nos limitamos a arrastos lineares.
Exploraremos a seguir, na Atividade 2-65 e na Atividade 2-66, arrastos quadraticos.
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Atividade 2-65: a) Considere que uma particula de massa m se move ao longo do eixo x e estd
sujeita a acdo de uma dnica for¢a, com a dire¢do do eixo x. De inicio, vamos assumir que v, > 0
(lembrando que v, = dx/df, em que x é a posi¢do da particula em funcdo do tempo) e que a
componente x da for¢a unica que age sobre a particula é

fe=—0o; (v>0), (206)

sendo ¢ uma constante positiva. Uma forca desse tipo € comumente chamada de arrasto - neste
caso, um arrasto quadrdtico. Neste item, vocé obtera a fungio v,(r) resolvendo a equacdo
diferencial que resulta da aplicacdo da segunda lei de Newton a essa particula. Muito bem, seja
Fres, a componente x da forga resultante sobre a particula. A segunda lei de Newton nos diz que
Fres, = may, em que a, = dv,/dt. Neste problema, temos Fres, = f = —cv)zc (vy > 0). Obtenha a

seguinte igualdade:
dvy ¢,

P (vy > 0). (207)
Temos aqui nossa equagdo diferencial. Estamos em busca de todas as fungdes v, (¢) que tornam a
igualdade (207) uma sentenga verdadeira. Resolva a equacdo diferencial (207) pelo método da
separacdo de varidveis, supondo que em ¢ = 0 temos v, = vy, > 0. Obtenha, ao final:

1% X0

vi(t) = m

m

(vip >0 e t>0). (208)

b) Usando um aplicativo como o Geogebra, trace o grafico de v,(t) com vy, =3m/s e ¢/m =
5m~! (verifique que esta unidade esta correta), lembrando de fazer + > 0. Em seguida, varie o
valor da razdo c/mde Qa5 m~! (use uma ferramenta do aplicativo, se houver), e observe se o
que ocorre com o grafico de v,(z) esta de acordo com o esperado.

¢) Mostre que a solugdo em (208) ndo se aplica ao caso vy, < 0 tragando o grafico v,(t) - a partir

da expressdo em (208) - com vy, = —3m/sec/m =5 m~!, e entéio observando que tal grafico
nao faz sentido. A partir do grafico tragcado com o aplicativo no item b, esboce, a mao, o grafico
correto de v,(t), considerando vy, = —3m/s e ¢/m = Sm™ ..

d) Seu desafio, agora, € reescrever a expressao para f, em (206) de modo que ela seja valida para
vy < 0 (mas ndo mais para v, > 0). Em seguida, obtenha a equacgdo diferencial correspondente
para v,(t), e resolva-a. Por fim, usando um aplicativo como o Geogebra, trace o grafico de
ve(t) com vy, = —3m/s e ¢/m = 5Sm~! (lembrando de fazer t > 0), e verifique se esse grafico
corresponde ao que voc€ esbo¢ou a2 mao no item c.
e) A partir das duas expressdes obtidas para v,(), separadamente validas para vy, > 0 e para
vy, < 0, obtenha uma expressao unica, que valha para todo vy,. Adicionalmente, reescreva a
expressao para f, em (206) de modo que ela seja vdlida tanto para v, > 0 como para vy < 0.
f) Reescreva a expressdo obtida para v,(f) no item e, agora considerando vy, = v,(p); ou seja,
substitua o “instante inicial” t = 0 por ¢ = 1.
g) Talvez alguém pergunte: podemos resolver a equacgdo diferencial (207) propondo uma solu¢ao
tentativa? Bem, ndo seria a forma mais comum de resolvé-la; mas sim, € possivel. A dificuldade
¢ enxergar qual seria uma solucdo tentativa razoavel. Que tipo de funcé@o v,(¢) tem derivada
que € igual a ela mesma ao quadrado, multiplicada por uma constante negativa? Uma pessoa
inspirada poderia propor:
A
w(t) = ——,
B+Ct
em que A, B e C sdo constantes. Sua tarefa neste item € mostrar que esta solugdo tentativa é
suficiente para resolver o problema de valor inicial constituido pela equacdo diferencial (207) e
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pela condic@o inicial v,(0) = vy,. Vocé deve chegar a expressao para v,(r) em (208).

h) Integrando a fung@o v,(¢), obtenha a funcdo x(z), que da a posi¢do da particula em um
determinado instante ¢, a partir de r = 0. Trabalhe separadamente os casos vy, > 0e vy, <0, e
denote a posi¢do da particula em ¢ = 0 por xy.

i) Este item ¢ uma continuac@o do anterior. Fazendo uso da expressao para v,(t) obtida no item
e, ndo precisamos trabalhar separadamente os casos vy, > 0 e vy, < 0. Faga isso, e mostre que a
fungdo x(¢) assim obtida recai naquelas obtidas no item anterior, nos casos vy, > 0 e vy, < 0.

j) Usando um aplicativo como o Geogebra, trace o grafico de x(¢), para t > 0, considerando
xg =0, vy, = 3m/s e ¢/m = 5m~!. Observe - a partir da prépria expressdo para x(t) - que
enquanto no caso de arrasto linear a posi¢do da particula esta sempre abaixo de um determinado
valor (veja a Atividade 2-48, item d), aqui, com um arrasto quadratico, nao ha um limite superior
para x(¢). Trata-se de uma diferenga qualitativa importante entre esses dois tipos de movimento.”?
k) Refaca a tarefa do item j, mas desta vez com vy, = —3m/s. Observe se o grafico de x(r)
corresponde ao esperado.

Atividade 2-66: Nesta atividade, analisaremos o movimento de gueda de uma particula sujeita a
um arrasto quadratico (além da forca da gravidade, obviamente). O eixo vertical das posi¢des
serd o eixo y.2*

a) Convenga-se de que escolhendo o eixo y apontando para cima, a componente y da forca
resultante sobre o corpo, de massa m, pode ser expressa como”>

Fres, = —cvy|vy| —mg, (209)

em que ¢ € uma constante positiva, vy, € a componente y da velocidade da particula (ou seja,
vy =dy/dr, em que y € a posi¢do da particula em fungdo do tempo), e g € o médulo da aceleragdo
da gravidade local. (Esta expressdo para Fres, vale para vy positivo, negativo ou nulo.) Daf, como
ay = dvy/dt = Fres, /m (pela segunda lei de Newton), obtenha a seguinte equacao diferencial
para vy(t):
dvy c
E:—Evy|vy|—g. (210)
b) Resolver o problema de valor inicial constituido pela equagao diferencial (210) e pela condi¢ao
inicial v,(0) = vy, néo € tarefa simples. Entdo vamos considerar apenas o caso particular em que
a particula tem velocidade nula em ¢t = O - ou seja, que a particula € largada a partir do repouso,
em t = (0. Mostre que, nesse caso particular, a equagao diferencial (210) fica:
dvy ¢ 4
B A 211
x  m 8 (211)
¢) Vamos resolver por partes o problema de valor inicial constituido pela equacao diferencial
(211) e pela condigdo inicial v,(0) = vy, = 0. Neste item, fazendo uso do método da separagdo

9Devemos praticar esse tipo de anélise. Ndo devemos nos contentar a simplesmente obter um determinado
resultado. Por exemplo, uma vez calculada uma fungéo x(¢), devemos explora-la, extraindo dela tudo o que for
possivel (de forma compativel com o tempo de que dispomos, € claro).

940 problema mais geral de langcamento vertical de uma particula sujeita a um arrasto quadrético é bem mais
complicado, e ndo iremos abordi-lo aqui. Ou seja, em vez de considerarmos uma velocidade inicial vy, qualquer
(positiva, negativa ou nula), trabalharemos apenas o caso particular em que vy, = 0 - que, como voc€ verd, jd € bem
desafiador.

95Se necessirio, revise o item e da Atividade 2-65, para entender a forma como f; estd aqui escrita: f), = fcvy\vy|.
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de varidveis, obtenha a seguinte igualdade:

dv
/ L R 212)
CVy
0 -
mg
que pode ser convenientemente reescrita como
Vy
dv
/ Y = —gt. (213)

()

d) Podemos calcular a integral em (213) de duas formas, basicamente: fazendo uso do resultado
em (200), ou através do método das fragdes parciais, exemplificado no item e da Atividade 2-63.
Neste item, vamos explorar a primeira opcao. Mas hd um detalhe de fundamental importancia:
s6 podemos fazer uso do resultado em (200) se tivermos

—1 <1/i\7y< 1,
mg

concorda? Entdo, primeiro, precisamos mostrar que os valores que ¥, pode assumir satisfazem
esta dupla desigualdade. Vamos 1a. Como temos, aqui, vy, = 0, € 0 €ixo y aponta para cima,
podemos concluir que v, < 0 para ¢t > 0, certo? Portanto, a desigualdade

€5 <1
—7
mgy

jé estd garantida. Basta entdo mostrar que

c .
_l < I y,
mg
ou, equivalentemente, que
- mg
e
ou, ainda, que
- mg
Vy| <@/ —
7l < /=

Faca isso calculando a “velocidade terminal”, v, igualando o médulo do peso da particula ao
médulo da forca de resisténcia do ar sobre a mesma.”® Dai, com a seguranga de que o resultado
em (200) pode ser usado, obtenha, a partir de (213):

,/@arctgh( ivy) = —gt. (214)
c \/ mg

e) Resolva a equacio (214) para vy, obtendo, finalmente, a solugdo para o problema de valor
inicial constituido pela equacdo diferencial (211) e pela condigéo inicial v,(0) = 0:

vy(t) = — /%tgh(1 /miggr). (215)

%Lembre-se de que a velocidade terminal é definida como o valor para o qual tende o mddulo de vy quando
t — oo, Trata-se de um limite. Teoricamente temos, sempre, \vy| < Vter-
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(Dica: tgh (—x) = —tghx.) Em seguida, verifique que v,(0) = 0, e que |v,| tende a v, (calculada
no item d) quando ¢ — oo. Por fim, esboce a méo o gréfico de vy (7).

f) Agora, va da igualdade (213) a igualdade (214) fazendo uso do método das fragdes parciais
(exemplificado no item e da Atividade 2-63). (Observe, ao final, que se trata de um caminho
mais longo, e mais dificil, pois exige o conhecimento da igualdade (194).)

g) Neste item, sua tarefa € ir da igualdade (213) a igualdade (215) sem passar pela igualdade
(214). Faca isso com o uso do método das fracdes parciais, aproveitando os célculos que vocé
realizou no item anterior. (Dica 1: o desenvolvimento ocorrera bem mais rapidamente se vocé

. . c .
usar uma letra - digamos, § - para representar a quantidade / g V- € Outra - digamos, T - para

representar a quantidade 2, /ng gt. Acostume-se a usar esse tipo de recurso, quando necessario.

Dica 2: uma pequena manipulacdo serd necessdria para que surja uma expressao que resultara
em tgh(t/2).)

h) A partir da expressdo obtida para vy(¢), obtenha a fun¢do y(z), que dd a posigéo da particula
em um determinado instante ¢, a partir de t = 0. Faga y(0) = yo.

i) Mudando o “instante inicial” de t = 0 para ¢ =t - ou seja, considerando agora que vy(fy) =
vy, =0 e y(fo) = yo -, como ficam as expressdes para v, (¢) e y(¢)? Nao refaga as contas!

Jj) Escolhendo o eixo y apontando para baixo, como ficam as expressoes para vy(t) e y(¢)? Nao
refaca as contas, e considere 7y ndo necessariamente igual a zero.

Atividade 2-67: H4 diferentes tipos de materiais magnéticos. Todos eles respondem de alguma
forma a um campo magnético externo. Os materiais ferromagnéticos, como o ferro, o niquel e
o cobalto, sdo fortemente magnetizados quando submetidos a um campo magnético externo, e
mantém seu magnetismo quando o campo externo € removido - ou seja, se comportam como um
ima, mesmo apds a remog¢do do campo externo. Ja os materiais paramagnéticos, como o aluminio
e a platina, sdao fracamente magnetizados quando submetidos a um campo magnético externo, e
seu magnetismo desaparece quando o campo externo € removido. (Pesquise a respeito de outros
tipos de materiais magnéticos.) A magnetizacdo M - que, na verdade, ¢ uma grandeza vetorial,
sendo M seu modulo - € uma medida de quao magnetizado estd um material, e um material
fortemente magnetizado se comporta como o bom ima (enquanto a magnetizagao se mantiver).
Quando estudar mecanica estatistica, voc€ provavelmente serd exposto, ou exposta, a um modelo
muito simples de um sélido paramagnético: o chamado paramagneto de spin 1/2. Ao final do
desenvolvimento desse modelo, vocé obtera a seguinte expressao para a magnetizacdo M do

sOlido paramagnético:
Nup uB Bext
M = tgh 216

em que N é o nimero de 4tomos com propriedades magnéticas no sélido, V é o volume do
s6lido, up é o chamado magneton de Bohr - definido como ug = eh/(2m.), sendo e o médulo
da carga do elétron, m. a massa do elétron, e h = h/(2m), em que & é a constante de Planck -,
Bext € 0 médulo do campo magnético externo aplicado, k € a constante de Boltzmann, e 7 € a
temperatura absoluta do sélido. Nao se deixe impressionar, nem distrair, por todos esses detalhes;
para realizar esta tarefa, voc€ ndo precisa saber de tudo isso. Tudo isso s6 fard realmente sentido
quando vocé estudar eletrodinamica cldssica, mecanica quantica e mecanica estatistica. Sua
tarefa, nesta atividade, € analisar o papel do campo magnético externo aplicado, Bexi, € 0 papel
da temperatura, 7', na magnetizacdo M do s6lido paramagnético.

a) Vocé conhece o gréifico da funcao tangente hiperbdlica. A partir dele, e considerando uma
temperatura 7 fixa, esboce a mao o grafico de M versus Bex, para Bex; > 0. Em seguida, responda:
ha um limite superior para a magnetizacdo do sélido, segundo esse modelo? E ainda: com a

Peixoto & Oliveira (2025) / Pesquisa e Ensino em Ciéncias Exatas e da Natureza, 9: 87



Um curso basico de matematica para estudantes de graduacao em fisica - Parte II-A

remoc¢do do campo externo, qual é a magnetizag¢do do sélido?

b) Como explicar, da forma mais direta possivel, que esse modelo ndo se aplica a um sélido
ferromagnético?

¢) Como M varia com T, mantido fixo o campo magnético externo aplicado? Em particular,
analise o que ocorre com M quando 7' — 0 e quando T — oo. (Dica: neste item, continue
explorando o gréfico da tangente hiperbdlica - observando o que ocorre com o argumento da
tangente hiperbdlica, em (216), quando 7' — 0 e quando 7' — oo.)

d) Agora, usando um aplicativo como o Geogebra, trace o grafico da fun¢do f(x) = tgh(1/x), e,
a partir desse grafico, verifique se o que vocé obteve no item b esta correto.

No inicio desta subsecdo dissemos que as fungdes hiperbdlicas tém, com uma hipérbole, as
mesmas relagdes que as funcdes trigonométricas t€ém com uma circunferéncia, e que explorare-
mos esse aspecto geométrico das funcdes hiperbdlicas na Parte IV desta série. E vimos que ha
semelhancas entre resultados envolvendo funcdes hiperbdlicas e resultados envolvendo fungdes
trigonométricas. Mas saiba que essas duas familias de func¢des se relacionam de forma mais
direta quando fazemos uso de nimeros complexos - o que € incrivel! Por exemplo, com x € R,
temos:

cosh(ix) =cosx e senh (ix) =isenx.

Estamos dizendo isso apenas para estimular sua curiosidade; s6 comecaremos a usar nimeros
complexos na Parte V desta série.

2.3 Aproximacao linear local com novas funcoes elementares, e aproximacoes
de ordem superior

Atividade 2-68: Em nosso estudo inicial de aproximacdo linear local obtivemos a seguinte
aproximacio para f(x+ Ax), sendo f uma fungdo bem comportada:®’

flx+Ax) =~ f(x) + f (x)Ax (para Ax suficientemente pequeno). (217)

E obtivemos, como alternativas, as seguintes aproximagoes:

f(xo+Ax) = f(x0) + f'(xo) Ax (para Ax suficientemente pequeno); (218)
f(x) = f(x0) + f'(x0) (x—x0) (para x — xg suficientemente pequeno); (219)
f(x)~ f(0)+ f/(0)x (para x suficientemente pequeno). (220)

Todas essas expressoes trazem a mesma ideia basica, que, se bem compreendida, nos leva
a escrever diretamente qualquer uma delas, conforme a conveniéncia do momento. Em se-
guida, obtivemos, como uma aplicacdo direta da aproximacao (217), a importante aproximagdo
binomial:*3

(1te)"~1+ne (parancR* e 0<e<k1). (221)

9TFaz sentido usarmos a expressio “para Ax suficientemente pequeno” mesmo com Ax negativo. Neste caso, o
que temos em mente € o mddulo de Ax.

%8 Ainda ndo provamos que a regra da poténcia (para o calculo de derivadas) é vilida para expoentes irracionais;
e tal regra é usada na deduc¢do da aproximag¢do binomial. Portanto, rigorosamente, ainda nio provamos que a
aproximag?o binomial vale para n irracional. Mas faremos a demonstragdo da regra da poténcia para expoentes
irracionais na subsecéo 2.4.
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a) Agora, obtenha as seguintes aproximacodes lineares locais, a partir de (220) (que € a expressao
mais adequada para esta tarefa):

senx /2 x (para |x| < 1);
tgx ~ x (para |x| < 1);
e~ 1+x (para |x| < 1);
In(1+x)~x (para|x| < 1);
senhx & x (para |x| < 1); (222)
tghx ~ x (para |x| < 1);
arcsenx ~x  (para x| < 1);
arccosx ~ 5 —x (para |x| < 1);
arctgx &2 x (para |x| < 1).

Duas observagdes, antes de passarmos ao item b. Obtivemos a aproximacao linear local acima
para a funcao seno 14 atrds, lembra? Mas fizemos isso de forma geométrica; veja a aproximagao
(13), e revise o desenvolvimento que nos levou até ela. A segunda observacao tem a ver com o
termo “aproximacao linear local”. Sabemos que f(x) = ax, com a # 0, é uma funcéo linear, mas
g(x) = ax+b, com b # 0, ndo € linear (revise a subsegdo 2.2.1). Assim, das nove aproximagdoes
em (222), duas ndo sao, rigorosamente, lineares: a aproximacao para e¢* e a aproximagao para
arccosx. De fato, a aproximag@o para f(x+ Ax), em (217), s6 é linear, rigorosamente, para um
valor de x tal que f(x) = 0. Portanto, o termo “aproximacao linear local”, aplicado a f(x + Ax),
em (217), ndo esta rigorosamente correto, no caso geral, mas € comumente usado. Podemos
corrigir isso (se vocé fizer questao) reescrevendo (217) como

f(x+Ax) — f(x) = f'(x)Ax (para Ax suficientemente pequeno),

e af podemos dizer, corretamente, que se trata de uma aproximacao linear local para f(x+ Ax) —
f(x), concorda? Ou entdo podemos usar outro termo para a aproximagio (217): um termo
muito usado é “aproximagdo de primeira ordem” (em Ax, para f(x+ Ax)), por ser igual a 1 o
expoente de Ax no segundo membro de (217). Se o maior expoente para Ax fosse 2, teriamos
uma aproximacao de segunda ordem; e assim por diante. Muito bem, passemos ao item b.

b) Usando um aplicativo como o Geogebra, trace, separadamente, os graficos das nove funcodes
nos membros esquerdos de (222). Dai, em cada uma das nove figuras, trace também o grafico da
funcdo afim correspondente a direita, em (222), para constatar que ela de fato aproxima bem
a funcdo a esquerda para |x| < 1. E observe, nas figuras, que a condic¢@o |x| < 1 pode ter um
significado um pouco diferente, de um caso para outro.

Atividade 2-69: Observe o grafico da func¢do cosx. Como a reta tangente ao grafico dessa
fun¢do, no ponto de abscissa x = 0, € paralela ao eixo x, ndo existe uma aproximacao linear local
para cosx a partir de x = 0, entende? Mas hd uma aproximacdo quadrdtica, também chamada de
aproximacdo de segunda ordem. Voce€ ird obté-la, nesta atividade.

a) Usando um aplicativo como o Geogebra, trace o grafico de cosx. Perceba que, em torno de
x = 0, tal grafico pode ser aproximado pelo grifico da fungio f(x) = 1 —ax?, com a > 0; ou
seja, por uma parabola. Usando o mesmo aplicativo, trace, junto com o grafico de cosx, o grafico
de f(x), com o pardmetro a livre para ser modificado. Entdo, manualmente, tente obter o valor
de a que faz com que o gréfico de f(x) melhor aproxime o gréfico de cosx em torno de x = 0.
Ou seja, tente obter, manualmente, a melhor aproximagao

2

cosx~ 1 —ax”, para|x| < 1.

b) E claro, nao ha rigor no método usado no item a. Veremos, a seguir, uma forma analitica de
determinar o melhor valor para a. As fungdes cosxe f(x) =1— ax? sio iguais para x = 0 (ou
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seja, t€ém a mesma imagem para x = 0), e suas derivadas também sdo iguais para x = 0. Mas
as derivadas segundas de cosx e f(x) = 1 — ax? niio sio necessariamente iguais para x = 0. Se
tiverem a mesma derivada segunda para x = 0, as inclinacoes de suas retas tangentes irdo variar
de forma semelhante, em torno de x = 0, e 1sso fard com que os graficos destas duas funcoes se
confundam, perto de x = 0. Entdo determine o valor de a que torna iguais as derivadas segundas
de cosx e f(x) = 1 —ax? para x = 0. Com isso, obtenha:
15

cosx~ 1 — % (para |x| < 1). (223)

Vocé obteve a aproximadamente igual a 0,5 no item a? Se ndo, faca a = 0,5, no aplicativo, e

observe como o gréfico de f(x) = 1 —ax? se ajusta bem ao gréfico de cosx, para |x| < 1.
¢) Ha outra forma de obtermos a aproximacgao acima. A partir da identidade

2

sen’x 4 cos’x = 1,

expresse cosx em termos de senx - lembrando que estamos interessados no caso em que |x| < 1, e
para |x| < 1 temos cosx > 0. Em seguida, use a aproximagdo senx =~ x (para |x| < 1), combinada
com a aproximacgao binomial, para obter a aproximacao (223). (Esperamos que voc€ aprecie este
caminho alternativo.)

Atividade 2-70: Refaca a Atividade 2-69, mas com a func¢do coshx no lugar da funcao cosx, e
com uma expressdo mais adequada para a fun¢éo polinomial do segundo grau f(x). No item c,
faca uso da identidade cosh®x —senh?x = 1 (veja (181)).

Atividade 2-71: Como melhorar a aproximagao para senx, em torno de x = 0? O gréfico de senx
tem uma simetria que ndo sugere acrescentarmos a aproximagao linear senx & x (para |x| < 1)
um termo quadritico em x, mas sugere o acréscimo de um termo cubico. Observe que o grafico
da funcio bx>, com b # 0, tem o mesmo tipo de simetria que o grifico da funcdo senx. Trata-se
do tipo de simetria que t€ém os graficos das funcdes impares.

Vamos fazer uma pequena digressdo. Dizemos que uma fungdo f(x) é impar se, para todo x
em seu dominio, f(—x) = —f(x). Dizemos que uma fun¢éo f(x) é par se, para todo x em seu
dominio, f(—x) = f(x). Vocé pode facilmente mostrar que senx e bx> (com b # 0) sio fungdes
fmpares, enquanto cosx e ax> (com a # 0) sdo funcdes pares. Também é ficil mostrar que uma
funcdo cx”, com ¢ # 0 e n € N*, € uma func¢do impar se o nimero natural n é impar, e ¢ uma
fungdo par se o nimero natural n € par. Assim, as aproximacdes para senx devem envolver
apenas poténcias x"* de expoente n impar, e as aproximagdes para cosx devem envolver apenas
poténcias x" de expoente n par. Isso também vale, € claro, para as demais funcdes impares e para
as demais funcdes pares, respectivamente.

Continuando, queremos determinar o valor de b que torna a aproximacao

senx ~ x+bx> (para x em torno de zero)

a melhor possivel. Trata-se de uma aproximacdo de terceira ordem em x. A ideia basica
permanece a mesma que na Atividade 2-69 e na Atividade 2-70: as fungdes senx e f(x) = x+ bx>
sdo iguais para x = 0, suas derivadas sdo iguais para x = 0, e suas derivadas segundas também
sdo iguais para x = 0 (verifique);”® entdo se forem iguais suas derivadas terceiras para x =0 -
que expressam as taxas de variagdo de suas derivadas segundas em x = 0 -, teremos a melhor
aproximacdo de terceira ordem para senx, em torno de x = Q.

9 Observe que se tivéssemos escrito f(x) = x +ax? + bx?, a condi¢io de que senx e f(x) devem ter a mesma
derivada segunda para x = 0 teria nos levado a concluir que a tem que ser igual a 0.
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a) Determine o valor de b que torna iguais as derivadas terceiras de senx e f(x) = x + bx> para
x =0, e com isso obtenha:

1
senx ~ x — 8x3 (para x em torno de zero). (224)

b) Use um aplicativo como o Geogebra para conferir a qualidade desta aproximacao, e para dar
um significado mais preciso a expressao “para x em torno de zero”, em (224).

Atividade 2-72: Nesta atividade, vocé obterd uma aproximagao de terceira ordem para a funcio
e*, em torno de x = 0. Estamos interessados nos valores de ag, aj, a» € a3 que tornam a
aproximacgao

e ~ag+ax+ a2x2 + a3x3 , para x em torno de zero, (225)

a melhor possivel. Tendo realizado a Atividade 2-68, vocé ja sabe que a melhor aproximacao de
primeira ordem para e¢* € 1+ x (veja (222)); assim, € de se esperar que tenhamos ag =1 e a; =1,
acima. Mas vamos desconsiderar este conhecimento prévio, e atacar o problema do inicio. A
ideia geral é que a funcdo f(x) = ag + a1x + axx*> + azx® é a melhor aproximagdo de terceira
ordem para a fungdo e*, em torno de x = 0, se, para x = 0, estas duas funcoes sdo iguais, suas
derivadas sdo iguais, suas derivadas segundas sdo iguais, e suas derivadas terceiras sao iguais.
Faz sentido, nao é€?
a) Partindo disso, obtenha:
2,3

e~ l4+x+ 5 + 3 (para x em torno de zero), (226)
sendo esta a melhor aproximagao de terceira ordem para a fungdo e*, em torno de x = 0.
b) Use um aplicativo como o Geogebra para identificar, aproximadamente, o intervalo [a,b] no
qual a aproximacdo acima é boa. E claro, existe um certo grau de subjetividade nesta andlise;
discuta com seus colegas, se possivel.

Atividade 2-73: a) Seguindo a mesma ideia apresentada na Atividade 2-72, obtenha a melhor
aproximagao de terceira ordem para a fungdo In(1+ x), em torno de x = 0:

P

In(14x) ~x— 5 + 3 (para x em torno de zero). (227)
b) A expressdo “para x em torno de zero” em (227) tem, a priori, um sentido mais restritivo que
em (226), porque enquanto a funcdo e* estd definida para todo x real, a fun¢do In(1+ x) s6 estd
definida para x > —1. Use um aplicativo como o Geogebra para identificar, aproximadamente,
o intervalo [a,b] no qual a aproximacéo acima € boa - lembrando que existe um certo grau de
subjetividade nesta andlise, e observando que a tem que ser maior que —1.
¢) Obtenha a melhor aproximacao de terceira ordem para a func¢@o In(1 — x), em torno de x = 0:

X

In(1—x)~— (x—l— > + ?> (para x em torno de zero). (228)

Mas faca isso a partir da aproximagao em (227). Ou seja, ndo faca todas as contas do inicio,
como no item a; em vez disso, parta do resultado obtido no item a. E observe que In(1 —x) s
estd definida para x < 1.

Atividade 2-74: Temos, em (221), uma aproximagdo de primeira ordem em € para (1 +¢€)" - a
importante aproximagdo binomial.
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a) Sua tarefa inicial, nesta atividade, é obter uma aproximacao de terceira ordem para (1 +¢€)”",
comn € R*e 0 < ¢ < 1.1% (Dica: obtenha uma aproximacio de terceira ordem para (14 x)", e
depois faca x = +£¢.)

b) Mostre que a aproximagao obtida no item a fornece resultados exatos, e conhecidos, nos casos
n=0,n=1,n=2en=3. Portanto, nestes casos, o uso do sinal de aproximagdo, “~”, deve
ser substituido por um sinal de igualdade. E ndo temos, aqui, nenhuma surpresa. Considere, por
exemplo, o caso n = 2. Qual é o polindmio de grau < 3 que melhor aproxima (1 +¢€)?? Ora,
vocé conhece este produto notdvel: (1+¢)? = 14 2¢+¢€?; portanto, o polindmio obtido no item
a tem que ser 1 +2e+¢€2, sen=2.

¢) Obtenha, a partir da aproximag@o de terceira ordem para (1 - €)" obtida no item a, a seguinte
aproximacao de terceira ordem para /1 £ €:

2 3

€ & €
Vitex 1+ 578 + 16’ com ¢ suficientemente proximo de zero. (229)

d) Teste a qualidade da aproximacao (229) tragcando, em um aplicativo como o Geogebra, os
grificosde v1+xe 143 — %2 + %. Ou seja, d€ um significado mais preciso a expressao “com
€ suficientemente proximo de zero”, em (229).

e) Fazendo uso da aproximacao (229), obtenha a seguinte aproximagao:

2 3
\/xiéz\/)_c(li%—g—i 0 ) (230)

8x2  16x3

com x > 0 e 0 positivo e suficientemente menor x. Adicionalmente, sabendo que a aproximagio
(229) fornece bons resultados se 0 < € < %, aproximadamente, mostre que a aproximagdo (230)
fornece bons resultados se 0 < 8 < 35, aproximadamente.

f) Analise a qualidade da aproximacdo (230) - sabendo que ela fornece bons resultados se
0 < 6 < 3, aproximadamente - usando-a para calcular as seguintes raizes quadradas - sempre
comparando o resultado obtido com o que fornece uma calculadora eletronica: /4,01, /3,99,

VA1, 4/39, /10, v/90 e, por tltimo, v/2.

Atividade 2-75: a) Seja m um ntimero inteiro positivo. Mostre que todas as derivadas de x"* de
ordem superior a m sdo nulas.
b) Seja

P_,(x) =ap+a1x+ Wx® +azx> + -+ apx”

uma funcdo polinomial de grau < n. (Para simplificar, leia “P,(x)” simplesmente como “P de
x”. E se quiser simplificar também a escrita, troque “P,(x)” por “P(x)”.) Use o resultado do
item a para mostrar que todas as derivadas de P-,(x) de ordem superior a n sdo nulas.

¢) Seja f(x) uma fun¢ao bem comportada em todo o seu dominio, e considere que esse dominio
inclui o ndmero zero. Qual é a fun¢@o polinomial de grau < n que melhor aproxima f(x) em
torno de x = 0?7 Ou seja, quais sdo os valores de ag, a;, a2, a3, - - -, a, que tornam a aproximagao

f(x) =~ 6104-611X+azxz—l—a3x3’+...+anxn7

10Com € > 1 podemos ter problemas em (1 +¢)", dependendo do valor de n, e entdio podemos justificar, j de
inicio, a restri¢do 0 < € < 1. Por exemplo, a expressdo (1 —€)" ndo estd definida para € = 1 se n é negativo, e ndo
estd definida para € > 1 com, digamos, n = 1/2. Contudo, embora possamos ter € > 1 em (1 £+ ¢€)" se, por exemplo,
n =4, a aproximac¢do que vocé obterd no item a ndo é boa, com n = 4, se € > 1. Provaremos isso apenas na Parte
II-C desta série; por enquanto, vocé pode - se quiser - testar essa afirmagdo com o uso de um aplicativo como o
Geogebra.
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em torno de x = 0, a melhor possivel? O que vimos até aqui, nesta subsecao, nos leva a concluir,
informalmente, que a fun¢io polinomial de grau < n que melhor aproxima f(x) em torno de
x =0 ¢ a fungdo P, (x) que satisfaz as seguintes igualdades:

P, (0) = £(0),
Pgln(o) = f/(O),
PL(0) = f"(0),
P2 (0) " (0),
PI0) = £0) (231)

Ou seja, trata-se da fun¢@o polinomial P, (x) de grau ndo superior a n que € igual a f(x) para
x =0, e cujas n primeiras derivadas sdo iguais as derivadas correspondentes de f(x), para
x=0.19" A partir das n+ 1 igualdades acima, obtenha:

10~ 70+ o+ e F 00y

X, (232)

para x suficientemente proximo de 0.

Especificado o grau n do polindmio usado em (232), infelizmente ndo ha como determinar,
previamente, quao proximo de zero precisa estar x para termos uma boa aproximacao; isso
depende de qual € a fun¢do f(x). Faremos uma andlise interessante na Atividade 2-76, para
f(x) = senx, e depois na Atividade 2-77 para f(x) = In(1 +x).

Atividade 2-76: a) Aplicando a aproximag@o (232) a fungdo f(x) = senx, obtenha:

3 5 7
x> X x n—1 X" ;
senx%x—a—kg—ﬂ—i—m—i—(—l) 0 (n fmpar), (233)

para x suficientemente proximo de O.
b) Usando um aplicativo como o Geogebra, trace o grafico de senx e, na mesma figura, trace

sequencialmente os graficos de Pj(x) = x, P3(x) =x— )3‘—3!, Ps(x) =x— )3‘—3, + ;Sc_5!’ Pr(x) =x— ’§—3, +

57 . . . ~ . . A
37 — 77, € assim por diante, até a fungdo polinomial P, (x) (tenha um pouco de paciéncia).

Observe como as aproximacodes vao ficando cada vez melhores.

3 5 . . .
c¢) Observe que Ps(x) = x — 3 + 5 aproxima relativamente bem senx no intervalo [0,7/2].
Vamos testar essa aproximacao para os angulos notaveis 30°, 45° e 60°. Sabemos que

| —

sen30° = senE = —=0,5,

6

sen45° — seng - ~0,707106781,

sen60° =sen> = Y ~0.866025404.

3

2SS

Calcule Ps(x) para x = /6, x = /4 e x = w/3, e compare com os resultados acima. E de se
esperar que a aproximacao seja melhor para valores de x mais proximos de 0. Assim, observe se

1010 resultado do item b explica por que sé consideramos, em (231), as n primeiras derivadas de P_y(x).
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a aproximagdo para sen (1/6) € melhor que a aproximagao para sen (1/4), e, esta, melhor que a
aproximagdo para sen (1t/3).

d) Agora, vejamos se a inclusao de mais termos no polindmio usado para aproximar senx me-
lhora a aproximag@o para um valor especifico de x. Vamos escolher x = /3. Calcule: P;(1t/3),
Py(/3), P11(%/3) e P13(m/3), comparando os resultados obtidos com v/3/2 = 0,866025404.
e) Verifique que Pj3(m/2) fornece, com aproximagdo de 9 casas decimais, 1,000000001, en-
quanto P;s(m/2) fornece, com aproximagio de 9 casas decimais, 1,000000000. Considerando
o que aprendemos até aqui, com a realizacao desta atividade, podemos concluir que a funcao
polinomial Py5(x), que possui 8 termos, € suficiente para o cdlculo de senx, com aproximacao de
9 casas decimais - desde que ela seja usada para x no intervalo [0,7/2] (ou - podemos estender -
para x no intervalo [—7mt/2,7t/2], ja que as fungdes polinomiais P,(x) acima, com n {mpar, sio -
como senx - fungdes impares; ou seja, P,(—x) = —P,(x)).

f) Perceba que o cdlculo de senx, com x no intervalo [0,7/2], é suficiente para o calculo de senx
para qualquer x real. Discuta com seus colegas a respeito. (Dica: observe o grafico de senx.)
Se voce sabe programar em alguma linguagem computacional, um 6timo exercicio € criar sua
propria fungdo seno, a partir do que vimos nesta atividade. Faremos isso na Parte III desta série.

Atividade 2-77: a) Fazendo uso da aproximacao (232), obtenha:

2 4 .6
x> Xt X n X"
cosx%1—5+4—!—a+---+(—1)2a (n par), (234)
2 3 n
x I TN
R TR TR s (235)
2 3 4 n
x* x X x
In(1 Ny — T 1yt 2
n(l+x)~x st3 gt +(=1) o (236)

para x suficientemente préximo de 0 (observando que no membro esquerdo de (236) devemos ter
x> —1).

b) Usando um aplicativo como o Geogebra, trace o grifico de In(1 + x) e, na mesma figura,

X3

trace sequencialmente os graficos de (veja (236)) P (x) = x, Po(x) =x— %2, P3(x) =x— %2 +3,
Py(x) =x— "72 + "; - %4, e assim por diante, até a fung¢o polinomial Pjo(x) (novamente, tenha
um pouco de paciéncia), comparando-os sempre com o grafico de In(1+ x). Observe como as
aproximacoes perdem qualidade a medida que nos distanciamos do ponto x = 0. Na Parte 1I-C
desta série mostraremos que a aproximagdo (236) so é vdlida com —1 < x < 1, e desde que haja
um niimero suficientemente grande de termos no membro direito de (236). Mesmo assim, para
que a aproximacao seja boa para x muito préximo de 1 ou de —1, é necessario haver um nimero
elevado de termos no segundo membro de (236); talvez elevado demais, como veremos ao final
desta atividade.

¢) Use a fungdo polinomial Pjo(x) para obter uma aproximagao para In2. Faca isso de duas
formas: primeiro, observando que In2 = In(1 + x), com x = 1; depois, observando que (trata-se
de uma pequena sacada) In2 = In (%)71 = —In(3) =—In(1+x), comx=—1. E de se esperar,
comparando-se o grafico de Pjo(x) com o grafico de In(1+x), que esta segunda forma forne¢a um
melhor resultado. Veja se vocé confirma isso (comparando com o que fornece uma calculadora
para In2).

d) Com a sacada apresentada no item anterior, em principio podemos usar a aproximacao (236)
- que s6 € valida com —1 < x <1 - para obter uma aproximacao para o logaritmo de qualquer
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nimero positivo. Vamos exemplificar obtendo uma aproximagao para In(375). Usando notacdo
cientifica, podemos reescrever: 375 = 3,75 x 102. Segue que

In(375) = In(3,75 x 10%) = In(3,75) + 2 In(10). (237)

Logo, precisamos obter uma aproximagao para In(3,75) e uma aproximagao para In(10). (Per-
ceba que, com a estratégia de reescrevermos em notagao cientifica o nimero cujo logaritmo
natural queremos calcular, de forma aproximada, basta conseguirmos obter uma boa aproximagao
para o logaritmo natural de um nimero no intervalo (1, 10]. Veremos, ainda nesta atividade, por
que isso € uma vantagem.) Usando a aproximacao (236), e denotando seu membro direito por
P,(x) - e assim temos In(1 4 x) = P,(x) -, obtemos:

1\ 1 1 1
€
In(10) =1 ! 71— 1 Ly In|l ! 1 ~ —P ! 1
Il( )— n E = —1In E = —1n + 1—0— ~ —I, E_

9
= —Pn(—l—o), (239)

com n suficientemente grande. Substituindo (238) e (239) em (237), obtemos:

1 9
1 ~—P——1)-2P(-=). 24
n(375) <3,75 ) < 10> (240)

Verificamos, usando o Geogebra, que infelizmente a aproximagao (240) para In(375) vai melho-
rando muito lentamente a medida que vamos aumentando o valor de n. Verifique vocé mesmo,
aumentando o valor de n de unidade em unidade, que a aproximacao (240) para In(375) esta
correta, a0 menos até a primeira casa decimal (considerando um possivel arredondamento), pela
primeira vez com n = 21. (Dica: use uma calculadora para o cdlculo de In(375), e, para o cdlculo

de —P, (% — 1) —-2P, (—%), faca uso de recursos de um aplicativo como o Geogebra.)

e) Fazendo uma mudanga de base, obtenha uma aproximagao para log;,(375).
f) Seja A x 10% a notagdo cientifica para um determinado nimero positivo a. Mostre que a
aproximacao (240) - para a = 375 - pode ser generalizada para

1 9
In(a) ~ —P, (Z - 1) —0cP,,<—1—0) , (241)

com 5 3 4
X X X x"
P, =y— 4 T .. )l 242
(x)=x st3 T +(-1) o (242)

e n suficientemente grande. (Temos aqui a possibilidade de um 6timo exercicio em uma
linguagem de programacdo: a criacdo de uma fung¢do para o célculo de logaritmos, a partir de
(241) e (242). Faremos isso na Parte III desta série.)

Um comentario final:
Vocé pode questionar a vantagem do uso da notacdo cientifica, no desenvolvimento acima,
afirmando que podemos obter uma aproximagio para In(375) da seguinte forma, mais direta:

1\ 1 1 1
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Bem, de fato, este tltimo desenvolvimento é mais direto. Contudo, o argumento de P,(x), em
P, ( % — 1), estd muito proximo de —1, e a qualidade da aproximagdo em (236) vai piorando
quando x vai se aproximando de —1 (ou de 1). Em (238), o argumento de P, (x) estd mais distante
de —1. Criamos um pequeno programa em linguagem C (que voce aprendera a criar na Parte 111
desta série, se ja ndo souber), e verificamos que com o uso de (240) obtemos o valor correto para
In(375) fornecido por uma calculadora eletronica, com aproximagao de 9 casas decimais - que
€ 5,926926026 -, a partir de n = 182. Trata-se de um nimero elevado de termos, sem duvida,
mas (243) fornece, com n = 182, o valor aproximado 5,351469789 - que ndo esta correto nem
mesmo até a primeira casa decimal!

Atividade 2-78: Volte a Atividade 2-68 - particularmente a aproximagao (217) e as suas formas
alternativas em (218), (219) e (220). Dissemos, 14, que todas aquelas quatro expressoes trazem a
mesma ideia basica, que, se bem compreendida, nos leva a escrever diretamente qualquer uma
delas, conforme a conveniéncia do momento. De modo similar, hd formas alternativas para a
aproximacao (232). Sera suficiente analisarmos uma delas:

" (x ) (x
f(x)%f(xo)+f’(xo)(x—x0)+M(x_x0)2+m+f (xo)

X - (x—x0)", (244)

para x suficientemente préximo de xo.'%>193 Sua tarefa, nesta atividade, é passar da aproximacio
(232) para a aproximagao (244) de um modo formal. Iremos guia-lo, ou guid-la (mostrando um
caminho, entre varios possiveis).

a) Em primeiro lugar, troque “ f” por “g”, e “x” por “X”, na aproximacdo (232), obtendo:

" (n)
ORI LI P

8(0) ~ g(0) + (0)+ £ e,

para X suficientemente préoximo de 0. Nao estamos cometendo nenhum pecado usando “g” no
lugar de “ f”, e “X” no lugar de “x”, concorda? Trata-se apenas de uma “mudanc¢a de nomes”,
por assim dizer. Achar isso estranho é como achar, por exemplo, que as funcdes f(x) = x> e
g(%) = %2 sdo duas funcdes distintas, entende?

b) Agora, reescreva X como x — xo. Isso significa fazer uma mudanca de varidvel: de X para
x =X+ xp.

¢) Por fim, defina f(x) = g(x—xp) (e este “ f” ndo tem nada a ver com o “ f” inicial, em (232)),
e obtenha a aproximag@o (244). Perceba que como a fungao g(%) estd, supostamente, definida
para ¥ = 0 e para X em torno de 0, entdo a fungdo f(x) = g(x —xp) = g(¥) estd definida para
X = Xq € para x em torno de xo.

Um comentério importante, antes de passarmos a proxima atividade. Podemos escrever,
intuitivamente, a aproximacao (244) a partir da aproximacgao (232) de uma forma bem direta
(e que refor¢a a ideia de que nenhuma delas é realmente superior a outra, como posto na nota
de rodapé 102 - embora a aproximacao (244) ja esteja pronta para uso com um xo qualquer). A
ideia € que o zero, aqui, ndo desempenha nenhum papel particularmente importante, e, portanto,
podemos passar, em (232), de 0 para um xg qualquer (desde que a fungdo esteja definida para
X = xp € em torno de x, € claro). Mas ai precisamos trocar, no membro direito de (232), x por

102 A primeira vista, a aproximacdo (244) parece ser mais geral que a aproximacio (232), pois fazendo xo = 0 em

(244) obtemos (232). Mas vocé ver4, realizando esta atividade, uma forma de passarmos de (232) a (244). Podemos
entdo concluir que cada uma destas duas aproximacdes € uma forma alternativa a outra; nenhuma é realmente
superior a outra.

1030bserve que a aproximacio (220) é um caso particular da aproximagao (232) (para n = 1), e que a aproximagio
(219) € um caso particular da aproximacao (244) (também para n = 1).
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X —Xo, para que continue, nas poténcias do membro direito, a distdncia entre o ponto para o qual
conhecemos o valor da fungdo (e os valores de suas derivadas) e o ponto para o qual queremos
obter um valor aproximado para a funcdo.

Essa € a ideia basica que nos permite obter facilmente até outras formas para essas
aproximacoes de ordem n. Por exemplo, fica facil nos convencermos de que podemos escrever:

(Ax)", (245)

para Ax suficientemente pequeno.'%

Atividade 2-79: a) Na Atividade 2-67 dissemos que ao final do desenvolvimento do paramagneto
de spin 1/2 - um modelo muito simples para determinados s6lidos paramagnéticos - obtemos a
expressdo em (216) para a magnetizacao M. Verifique se para campos de baixa intensidade e
altas temperaturas esse modelo prevé a chamada lei de Curie - uma lei experimental descoberta
pelo fisico francés Pierre Curie no final do séc. XIX. Basicamente, a lei de Curie afirma que para
campos magnéticos externos Bey de intensidade suficientemente baixa e temperaturas absolutas
T suficientemente altas, a magnetizacdo M de um meio paramagnético € proporcional a Bey €
inversamente proporcional a T - ou seja, nessas condi¢cdes podemos escrever:

Bext
T )

M=C (246)
em que C € uma constante de proporcionalidade. Como se trata de um resultado experimental,
um bom modelo tedrico para um meio paramagnético (e o paramagneto de spin 1/2 nao é o
Unico - pesquise a respeito) deve ser capaz de preve-lo, nas condi¢des em que esse resultado é
observado (baixos campos e altas temperaturas).

b) Para dar um significado mais preciso a ideia de “campos magnéticos externos Bex; de inten-
sidade suficientemente baixa e temperaturas absolutas 7 suficientemente altas”, no contexto
do paramagneto de spin 1/2, calcule para que razao upBex/kT a aproximagao linear para M
obtida no item a difere em apenas 1 % (em mddulo) do valor de M calculado com a igualdade
(216). Nao € possivel chegar a resposta sem o uso de algum recurso computacional. Sugerimos
que vocé explore o recurso da identificagdao de pontos de intersec¢do entre graficos, usando um
aplicativo como o Geogebra.

Estamos caminhando para o final desta subsecdo. Falta apenas uma atividade: a Atividade
2-80, na qual analisaremos o lancamento obliquo de uma particula sujeita a um arrasto linear.
Mas, antes dela, anteciparemos dois resultados da sec@o “séries infinitas”, da Parte II-C desta
sequéncia de textos, porque eles serdo usados em tal atividade. Para comecar, convém que vocé
revise o que dissemos sobre séries infinitas na se¢do 1 - Introdugdo -, em referéncia a Parte 11-C.

Fez 1sso? Muito bem, o primeiro resultado que resolvemos antecipar (que sé serd provado
na Parte II-C) € este:

2 3
ex:1+x+§+%+--~, para todo x € R. (247)

Compare-o com a aproximacao (235) para e*. Observe que temos, em (247), uma igualdade, nao
uma aproximacao! E observe a afirmativa de que tal igualdade é valida para todo x real!

104Observe que a aproximagio (217) é um caso particular da aproximago (245) (para n = 1).
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O que isso significa? Significa que para qualquer niimero real x, e* é igual ao limite da
soma no membro direito de (247), quando o niimero de termos tende a infinito. Esse limite esta
subentendido pelas reticéncias em (247), mas podemos tornd-lo mais explicito reescrevendo:

noyl
, X

e’ = lim Z —, paratodox € R.
n_mijJ!

Trata-se de um resultado muito forte! Perceba que, com a notacdo de somatorio (ou “notacao
sigma”), a aproximacao (235) pode ser reescrita como

noy
. X

ey —

=
para x suficientemente proximo de 0. Logo, a igualdade (247) nos diz que a aproximacao (235)
“tende a exatidao” quando o nimero de termos tende a infinito, qualquer que seja x € R.

Com a discussdo acima, fica mais facil entender o segundo resultado que resolvemos
antecipar (que também s6 serd provado na Parte 11-C):

oo
ln(l-l-x):x—i—l—?—z—i----, para —1 <x<1. (248)

Compare-o com a aproximagao (236) para In(1 4 x). O que chama a aten¢do em (248), em
comparagdo com (247), é que enquanto em (247) a igualdade € valida para todo x real, em (248)
a igualdade s6 € vdlida para —1 < x < 1. Isso ndo é 6bvio, a priori. Por um lado, precisamos
ter, em In(1+x), 1 +x > 0, e isso nos leva a x > —1 em (248); mas ndo temos problema com
In(1+x) parax > 1 - e por isso a condi¢do x < 1 (junto com x > —1) para a convergéncia da
série em (248) precisa ser provada com cuidado (e o faremos na Parte II-C).

Dizemos que a série no segundo membro de (247) converge (para e*) com qualquer x real,
enquanto a série no segundo membro de (248) converge (para In(1+x)) com —1 <x<1e
diverge com x < —1 oux > 1.

Como dissemos, faremos uso das igualdades (247) e (248) na Atividade 2-80.

Atividade 2-80: Nesta atividade analisaremos, teoricamente, um lancamento obliquo de uma
particula sujeita a um arrasto linear. Estaremos interessados, particularmente, na obtencado da
equacdo da trajetoria da particula e na realizacdo de um calculo aproximado de seu alcance
horizontal. Adicionalmente, realizaremos um cdlculo exato da altura maxima da particula, ao
longo de sua trajetéria. Enquanto este calculo é possivel, de forma exata, apenas com o uso
de funcdes elementares, nao € possivel realizar um cédlculo exato do alcance horizontal apenas
com o uso de fun¢des elementares. Ao final da Parte II-C desta série veremos como calcular
exatamente o alcance horizontal de uma particula sujeita a um arrasto linear fazendo uso de uma
fun¢do ndo elementar denominada fungcdo W de Lambert.

a) Realizando a Atividade 2-48 vocé obteve a posicao x, em fungdo do tempo 7, de uma particula
de massa m movendo-se ao longo do eixo x sob a acdo de uma dnica forca (com a dire¢@o do eixo
X): um arrasto linear com componente x dada por f, = —bv,, sendo b uma constante positiva e
vy a componente x da velocidade da particula. O resultado pode ser expresso da seguinte forma:

_ MVxy _ —bt/m
x(t) = %0+ (1 e ) (249)

em que xp = x(0) e vy, = v,(0). Depois, realizando a Atividade 2-51, vocé obteve a posigdo y,
em funcdo do tempo ¢, de uma particula de massa m movendo-se ao longo do eixo vertical y sob
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a agdo de seu proprio peso e de um arrasto linear vertical com componente y dada por f, = —bvy,
sendo b uma constante positiva e vy, a componente y da velocidade da particula. O resultado pode
ser expresso da seguinte forma:

,ﬂg:y¢+%<Wm+%?>(Lﬂfmm>—%§n (250)
em que yo = y(0), vy, = v,(0) e g ¢ 0 mddulo da aceleragio da gravidade local. Aqui, vamos
considerar um langcamento obliquo dessa particula, sujeita a um arrasto linear, e analisar se as
fungées x(t) e y(t), acima, permanecem vdlidas - agora para as componentes x ey, respectiva-
mente, da posi¢do da particula. Estamos supondo que vocé€ sabe trabalhar minimamente com
vetores em coordenadas cartesianas (ao nivel da fisica do primeiro ano do ensino médio). Muito
bem, a Fig. 20 ilustra uma particula de massa m sendo lancada, no instante ¢t = 0, com velocidade
Vo, da posi¢do inicial determinada pelo par ordenado (xp,yo). A forca resultante Fyes sobre a
particula é a soma de seu peso mg e do arrasto linear f = —bv, sendo b uma constante positiva
e v a velocidade da particula no instante ¢ considerado. Aplicando a segunda lei de Newton,
F.. = ma, a essa particula, obtenha as seguintes equacgdes diferenciais (observando que a - a
aceleragdo da particula - é um vetor cuja componente x é a, = dv,/dt, e cuja componente y é
a, = dvy/dt, sendo v, e v, respectivamente as componentes x e y da velocidade v da particula no
instante ¢ considerado):

dv b

TR (251)
) d b

%

Como estas duas equacoes diferencias sdo as mesmas que foram obtidas na Atividade 2-39 (e
repetida na Atividade 2-48) e na Atividade 2-51, respectivamente, suas solugdes - v(t) e vy(t) -
sdo as mesmas que foram ld obtidas. E, consequentemente, as funcoes x(t) e y(t) que resultam
das integragoes de vx(t) e v\(t) - as fungdes em (249) e (250) - nos ddo, juntas, a posigdo da
particula lancada obliqguamente sob a acdo de seu peso e de um arrasto linear.'%

Figura 20: Atividade 2-80.

b) Um teste razodvel para os resultados (249) e (250) € analisar se, na auséncia de arrasto,
obtemos estas funcdes, conhecidas desde o ensino médio (supomos):

x(t) = x0 + vy, t (253)

105Um pequeno detalhe: talvez vocé considere mais adequado, no caso de um lancamento obliquo, reescrevermos,
em (249) e (250), vy, € vy, como v, € Vo, respectivamente. Discuta com seus colegas.
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1
y(t) = yo+ vyt = 81, (254)

respectivamente. Mas observe que ndo podemos simplesmente fazer b = 0 em (249) e (250).
No desenvolvimento que nos levou aquelas igualdades, obtivemos expressdes com b em um
denominador, e isso agora nos proibe de fazer b = 0. Uma forma de contornar essa dificuldade
(mas ndo € a tnica, como veremos na Parte II-B), € substituir a exponencial em (249) e (250) por
uma série, usando a igualdade (247). Faca isso, e em seguida faca b tender a 0, para obter (253)
e (254).

¢) A partir das igualdades (253) e (254) obtenha a equacdo da trajetoria da particula na auséncia
de arrasto:

¥ =0+ 2 (x—x0) — 555 (x = x0)°. (255)
Vxo 2vg

Como y é uma fungio polinomial do segundo grau de x, a trajetéria é uma pardbola.'*
d) A partir das igualdades (249) e (250) obtenha a equacao da trajetéria da particula sujeita a um
arrasto linear.
e) Verifique se na auséncia de arrasto obtemos, a partir da equagdo encontrada no item d, a
equacdo (255). Facga uso da série em (248). (Esteja certo, ou certa, de que a série que vocé obtera
converge.)
f) Usando um aplicativo como o Geogebra, trace, a partir da equagdo (255), a trajetéria de
uma particula de massa m = 0,1kg, lancada no vacuo, com xo = 0, yo = 0, vy, = vy, = 10m/s e
g =9,8m/s>. Em seguida, trace, na mesma figura, a trajetéria da mesma particula, lancada do
mesmo modo, mas agora sujeita a um arrasto linear, com b = 0,01 kg/s. Faca uso da equagdo
encontrada no item d. Na sequéncia, trace uma terceira trajetoria: modificando, apenas, o valor
de b para 0,1kg/s. Por fim, trace uma quarta trajetéria: com b = 1kg/s. Usando recursos do
aplicativo, em cada um dos quatro casos identifique, e anote, o alcance horizontal R e a altura
maxima ymax (veja a Fig.20). Faremos uso disso mais adiante.
g) Como uma extensdo do item anterior, usando recursos do aplicativo vocé pode produzir
uma animagao interessante (sem se desfazer das figuras geradas no item f) fazendo b variar de
0,0001kg/s a 1kg/s (entendendo que para cada valor de b temos uma trajetoria distinta).
h) A trajetdria tracada no item f para o caso em que b = 1kg/s parece sugerir que hd uma
assintota vertical a sua direita, nao acha?'"’ Seria a assintota de equacdo x = 1m? E se hd
uma assintota vertical no caso em que b = 1kg/s, ha também assintotas verticais nos casos
em que b = 0,1kg/s e b =0,01kg/s? Se sim, quais sdo elas? Sua tarefa, neste item, € buscar,
analiticamente (ou seja, sem usar recursos do aplicativo, mas realizando cdlculos analiticos),
respostas para essas questdes. Sugerimos vocé investigar a existéncia de uma assintota vertical,
na trajetéria da particula lancada obliquamente e sujeita a um arrasto linear, de duas formas:
primeiro, calculando o limite de x(¢), quando ¢t — oo; depois, analisando a prépria equagao da
trajetoria. Se essa assintota vertical existir, trace-a, para os casos b = 1kg/s, b = 0,1kg/s e

106Na Parte IV desta série definiremos pardbola geometricamente, e entdo mostraremos por que o grifico de uma
fungdo polinomial do segundo grau é uma pardbola.

107 Apenas na Parte II-B desta série havera uma subsecio especifica para o estudo de assintotas. Contudo, ja
exploramos assintotas aqui nesta Parte II-A. Vimos que as curvas que constituem o gréifico de tgx ndo interceptam
as linhas verticais tracejadas na Fig.5, mas se aproximam cada vez mais delas, sem restricdo. Tais linhas sdo
denominadas assintotas (verticais). De um modo geral, uma assintota é uma linha reta (vertical, horizontal ou
obliqua) da qual se aproxima cada vez mais, sem restri¢do, o grdfico de uma fun¢do, sem jamais interceptd-la. E
exatamente essa ideia que precisamos compreender bem, aqui nesta atividade. Se hd uma assintota vertical a direita
(ou a esquerda, se vy, < 0) da trajetdria da particula, tal particula jamais atinge essa linha, mas se aproxima cada vez
mais dela, sem restricdo. Vimos um exemplo de assintotas horizontais na Atividade 2-59.
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b =0,01kg/s, junto com as trajetorias correspondentes, usando o mesmo aplicativo.

i) Pode-se dizer que conseguimos resolver completamente o problema do movimento de uma
particula lancada obliquamente, na presenca de um campo gravitacional uniforme, e sujeita a um
arrasto linear. Afinal, obtivemos as fungdes x(z) e y(¢), e também, adicionalmente, a equagio da
trajetoria. Contudo, isso nao necessariamente significa que € possivel calcular, de forma exata
e apenas com o uso de funcdes elementares (veja a subsecao 2.2.1), todas as quantidades de
interesse relativas a esse problema. Uma dessas quantidades € o alcance horizontal da particula:
a distancia R ilustrada na Fig.20. Vamos comecar revisando o célculo do alcance horizontal
no caso em que b = 0 (exploraremos o célculo do alcance horizontal no caso em que b # 0 no
proximo item). Primeiro, faca y = yo na igualdade (255), e resolva a equagao resultante para
x. Uma das solugdes € x = xp, € a outra € x = xo + R (veja a Fig.20). Encontre R. Feito isso,
explore outra abordagem: faca y = yg na igualdade (254), e resolva a equacao resultante para ¢.
Uma das solugdes é t = 0; vamos denotar a outra por 7. Dai, substitua a expressio obtida para 7
na igualdade (253), com x = xo + R (veja a Fig.20), e encontre R.

J) No item d voce obteve a equacgdo da trajetdria da particula sujeita a um arrasto linear. Para
calcular o alcance horizontal R dessa particula, em principio bastaria fazer y = yp na equagdo da
trajetdria e resolver a equagdo resultante para x - a saber (verifique):

<M+E) (x—x0)+m—2‘gln(l—M> =0.

Vi, bvy, b? mvy,

Uma solugdo trivial para esta equacdo € x = xq (verifique). Mas a solu¢ao que nos interessa ¢
x = xo+ R (veja a Fig.20). Temos, entdo, a seguinte equagdo para R (basta trocar x — xo por R na

equagdo anterior):

2

bR

(m+ mg)R-|-ngln(1— >:o. (256)
Vg bvy b Mmvy,

Um pequeno detalhe técnico: na Fig.20 temos v, € vy, ambos positivos, mas podemos ter
também um deles negativo, ou ambos negativos. Perceba que com vy, negativo ndao temos um
alcance horizontal. E mantendo vy, positivo e fazendo v,, negativo, estamos apenas langando a
particula obliquamente para cima e para a esquerda, em vez de para cima e para a direita, e isso
ndo mudaria o alcance R (s6 teriamos que trocar, na Fig.20, xo + R por xo — R). Entdo vamos
considerar, na equacao acima, vy, € vy, ambos positivos.

Muito bem, continuando, desejamos resolver a equagdo (256) para R. Mas, infelizmente, isso é
impossivel, s6 com o uso de func¢des elementares. Se duvida, tente. Entdo o que podemos fazer -
analiticamente, e com o uso de func¢des elementares, apenas - € buscar uma solugdo aproximada
(algo muito comum, na fisica), considerando que o arrasto € suficientemente pequeno para que o
alcance R seja apenas ligeiramente menor que o alcance correspondente quando a particula é
lancada no vacuo. Vocé calculou esse alcance no item i, e iremos denotd-lo aqui por Ry,.. Vocé
obteve: Ryac = 2vy,Vy,/g. Entdo - repetindo - estamos em busca de uma solugdo aproximada
para a equagdo (256), considerando que o arrasto é suficientemente pequeno para que R seja
apenas ligeiramente menor que Ry = 2vy,vy,/g. O desenvolvimento que vocé verd a seguir
carece de rigor matematico - € bom que fique claro. Mas esse tipo de desenvolvimento tem seu
lugar na fisica - em parte como uma possivel primeira forma de ataque a um problema que exige
um célculo aproximado. Nesta opcdo, em uma segunda investida (que nao faremos aqui) o rigor
seria buscado. Entio vamos 14. E fisicamente razodvel (veja se vocé concorda) considerar que
temos um arrasto pequeno - no sentido de que o alcance horizontal serd apenas ligeiramente

menor que Ry, - se 0 médulo do arrasto inicial, bvg (sendo vy = 4 /v)%o + v%o), € muito menor que
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o modulo mg do peso da particula. Isso nos leva a condi¢ao

vo = /v, + V3 <K Vier = mg/b,

lembrando que v, € a velocidade terminal da particula. No entanto, tornamos a condi¢ao de
arrasto pequeno mais simples substituindo esta ultima condicao por estas duas:

0<vy Kvier=mg/b e 0<vy K ver =mg/b,

ou, equivalentemente,

b b
0< V0 1 o 0< 20 <. (257)
mg mg

Perceba que estas duas condic¢des, juntas, garantem que vy = 4 /v;‘;O + v%o & Vier = mg/b. (Pense
em um triangulo retangulo: se os dois catetos sdo muito pequenos, a hipotenusa €, necessaria-
mente, muito pequena.) Estamos supondo que as condi¢des em (257), juntas, sdo suficientes
para garantir que R ¢ apenas ligeiramente menor que Ry,c = 2vy,Vy, /g, € € nesse sentido que

estamos chamando-as de “condicdes de arrasto pequeno”. Lembre-se: ndo se trata de uma prova
matematica; estamos sendo guiados por nossa intui¢do fisica. E sendo R ligeiramente menor que

2v)Vyo/8:
bR b 2 2b
é ligeiramente menor que 5050 (: Yy 0) 7
mon m\}XQ\ g mg

em termos relativos, e a segunda condi¢cdo em (257) nos leva, portanto, a concluir (se nossa
intuigdo estiver correta) que

0< < 1 (258)

mvy,
E por que este resultado € importante? Para que possamos usar, em (256), a aproximacao (236),
com algum valor adequado para n. Faca isso, e o que mais for necessario - considerando as
condi¢des de arrasto pequeno em (257) -, para obter a seguinte solu¢do aproximada para a
equagao (256):

Rvac
Dveve [ 4b b
RzM(p—ﬂ), se 0 < 20 1. (259)
g 3 mg mg

Alertamos que se trata de uma tarefa desafiadora. Nao € que ela seja dificil; mas exigird uma boa
dose de paciéncia de sua parte. Poderiamos dar algumas dicas, mas isso diminuiria o desafio.!®
k) No item f, fazendo uso de um aplicativo, vocé identificou, na trajetéria de uma particula
lancada obliquamente, o alcance horizontal R. Fez isso para quatro casos: no primeiro, com a
particula lancada no vécuo, e nos outros trés com a particula sujeita a um arrasto linear. Compare
os alcances identificados nos ultimos trés casos com o que obtemos com o uso da aproximacgao
(259), e justifique, em cada caso, por que a aproximagdo (259) € boa ou ruim.

1) Calcule a altura médxima da particula, ynyax, a0 longo de sua trajetdria (veja a Fig.20). (Trata-se
de um célculo exato, ndo de um calculo aproximado.)

108N item i vocé calculou o alcance horizontal de uma particula langada obliquamente no vécuo de duas formas:
primeiro, fazendo y = yy na equagdo da trajetdria e daf resolvendo a equacdo resultante para x, e depois calculando
o0 “tempo de voo” e daf substituindo-o na expressio para x(r). Aqui no item j, contudo, pedimos a vocé para calcular
o alcance horizontal de uma particula sujeita a um arrasto linear apenas da primeira dessas duas formas possiveis.
Achamos que seria exaustivo para vocé fazer os cdlculos da segunda forma. Mas fizemos isso por vocé, e podemos
lhe dizer que o resultado é o mesmo, com mais ou menos o mesmo nivel de esforgo.
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m) Verifique se as alturas méximas identificadas nos trés ultimos casos do item f correspondem
ao que fornece a expressiao que voce obteve no item 1.

n) Mostre que a segunda das condicdes de arrasto pequeno em (257), aplicada a expressao que
voce obteve no item 1, leva, em primeira aproximacao, a altura maxima atingida pela particula
quando lancada no véacuo (como esperado).

2.4 Diferenciacao implicita e taxas relacionadas

O conteudo desta subsecdo estd intimamente relacionado a regra da cadeia. Podemos
pensar os topicos diferenciacdo implicita e taxas relacionadas como aplicacdes da regra da
cadeia. H4 outros dois tépicos que t€m nesta subse¢cdo um bom lugar para sua apresentacao:
os topicos diferenciacdo logaritmica (que pode ser pensado como uma aplicagdo especifica
da técnica de diferenciag@o implicita) e taxa de variagdo relativa (que pode ser conectado a
diferenciacdo logaritmica).

Funcoes implicitamente definidas; diferenciacao implicita

Antes de introduzirmos o tépico diferenciacdo implicita, precisamos entender o que sao
fungodes implicitamente definidas.

Na maior parte do tempo, trabalhamos na fisica com func¢des explicitamente definidas. Um
exemplo de fun¢do explicitamente definida:

f:R+—>R
X =V,

ou, simplesmente (como nds fisicos, em geral, preferimos escrever),

f(x) = v/x, parax>0.

Se a varidvel y esté relacionada a varidvel x através da funcio acima, dizemos que y é funcao de
x, € podemos escrever, diretamente:

y(x) =+/x, parax >0,

ou, ainda mais concisamente,
y = +/x, parax > 0. (260)

Quando nao especificamos o dominio de uma funcao real, fica subentendido que se trata do maior
subconjunto possivel de R para o qual ndo temos nenhum problema (em R) com a expressao que
define a fun¢do. Como +/x estd bem definida, em R, para qualquer ndmero real x ndo negativo,
podemos reescrever (260) simplesmente como

y=vx. (261)
Muito bem, agora considere a igualdade
¥ —x=0. (262)
Ha4 uma infinidade de fungdes y(x) que a satisfazem. As duas mais dbvias sdo

y:\/} c y:_\/;7
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ou, mais abertamente,
y=+/x, parax>0 e y=—+/x, parax>0. (263)

Mas podemos restringir a vontade o dominio de qualquer uma destas duas func¢des, obtendo,
assim, uma infinidade de outras fun¢des. Por exemplo:

y=+/x, para0 <x < I. (264)

Entdo a igualdade (262) define, implicitamente, uma infinidade de fungdes y(x). Qualquer fun¢ao
y(x) que a satisfaga para todo x em seu dominio pertence ao conjunto das fungdes implicitamente
definidas por tal igualdade. Procure entender bem isso.

Infelizmente, nem sempre podemos obter explicitamente, apenas com o uso de um nimero
finito de fun¢des elementares, as fungdes y(x) implicitamente definidas a partir de uma igualdade
relacionando y e x. E o caso, por exemplo, na igualdade

y ey g x7 (265)

pois nio conseguimos resolver esta equacio para y.!%

Vejamos agora como obter, a partir de igualdades como (262) e (265), que definem implici-
tamente familias de fungdes y(x), igualdades relacionando y'(x) a y(x) e/ou x. A ideia é simples:
encarando cada membro da igualdade como uma fung¢do de x, temos algo como

g(x) = h(x);
dai, derivando ambos os membros, obtemos
/ /
g (x) =h'(x).

O detalhe € que o calculo de ao menos uma dessas derivadas envolve o uso da regra da cadeia -
uma vez que y € uma funcao de x.

Vamos comecar aplicando essa ideia a igualdade (262):

%(z—x):%(O)ﬁZyg—i—leﬁazz—y. (266)
Precisamos discutir dois pontos importantes neste desenvolvimento. Em primeiro lugar, entenda
que, no desenvolvimento acima, y € uma das infinitas funcdes implicitamente definidas pela
igualdade (262) (por enquanto, ndo precisamos especificar qual); portanto, s6 podemos aplicar
a ultima igualdade no desenvolvimento em (266) para x no dominio de y. O outro ponto
importante a ser observado € que a ultima igualdade, em (266), nao nos fornece, explicitamente,
y'(x). Precisamos substituir, no segundo membro, a expressdo para a fungio y(x) escolhida.
Felizmente, neste caso isso é possivel. Escolhendo y(x) como a primeira das duas fungdes em
(263), obtemos:
dy = L, para x > 0,

dr 2V

109Na Parte II-C veremos que hé séries infinitas para funcdes y(x) implicitamente definidas pela equagio (265).
Essas fungdes sdo muito importantes, e sdo genericamente denotadas por W (x), e denominadas “funcdes W de
Lambert”.
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como esperado (pois sabemos que a derivada de 1/x é 1/(2/x)).!'? Escolhendo y(x) como a
segunda das duas funcdes em (263), obtemos:

1
= =— , parax > 0,

& 2AA) 2k

como esperado. E escolhendo y(x) como a fun¢do em (264), obtemos:

d 1
—y:—, para0 <x <1,

dx 2/
como esperado.'!! Mas nem sempre temos uma expressdo para a fungio y(x). Eo que veremos
a seguir.
Passemos a igualdade (265). Temos:

d d dy dy dy dy 1
dy e
A . 267
d« 1+y (267)

Vamos discutir este resultado. No desenvolvimento acima, y € uma das infinitas fun¢des implici-
tamente definidas pela igualdade (265); portanto, s6 podemos aplicar a igualdade (267) para x no
dominio da fung¢do y(x) escolhida. O problema é que a equagdo (265) nao pode ser resolvida
para y, e, portanto, ndo temos uma expressdo para y(x) em termos de um nimero finito de
funcdes elementares. Decorre disso que a igualdade (267) ndo pode nos fornecer, explicitamente,
y'(x). Mas isso ndo significa que essas derivadas ndo existem. Ao final da Parte II-C desta série
veremos que as funcdes implicitamente definidas pela igualdade (265) sdo muito importantes,
com aplicagdes a fisica. Elas sdo genericamente denotadas por W (x), e denominadas “fungdes
W de Lambert”.!'? E suas derivadas existem. Deixaremos o estudo dessas funcdes para o final
da Parte II-C desta série. Por ora, vamos adiantar apenas o seguinte: o griafico de uma dessas
fungoes, denotada por Wy(x), passa pelo ponto (0,0) do plano xy - e observe que a igualdade
(265) esta correta com x =0 e y =0 -, e, portanto, a igualdade (267) nos da (com Wy(x) no lugar
de y(x)):
dWo(x) e Wolv) . dWy(x) B e W(0) o
e 1T+W(x) dx |_q 1+We(0) 140
Ou seja, mesmo sem termos uma expressao para Wy (x), conseguimos calcular sua derivada para
x = 0, sabendo que seu grafico passa pelo ponto (0,0). Uma aplicacdo disso € que, em primeira
aproximacao, temos

1. (268)

Wo(x) =~ x, para |x| < 1.

10perceba que a derivada de y(x) = \/x ndo estd definida para x = 0. Reflita a respeito em termos de retas
tangentes ao grafico desta funcdo. Faremos esse tipo de discussdo na Parte II-B desta série.

'TH4, aqui, um pequeno detalhe técnico: a ndo inclusio do ponto x = 1 no dominio da derivada de y = /x, para
0 <x < 1. Como o gréfico da func¢do se encerra, a direita, para x = 1, ndo hé ali uma reta tangente - a menos que
tenhamos em mente uma reta tangente a esquerda. Discutiremos isso na Parte II-B desta série.

"12Para os leitores avangados: o que estamos chamando aqui de “funcdes W de Lambert” (no plural) sdo ramos
reais de uma tnica fungdo complexa multivalorada W (z), denominada “fungdo W de Lambert” (no singular),
definida implicitamente pela igualdade W(z)eW(Z) =z, com z € C. Esses ramos reais sdo dois (trabalhando com o
maior dominio possivel, em cada caso), e assim denotados: a fungéo Wy(x), parax > —1/e, e a fungdo W_; (x), para
—1/e < x < 0. Quando citamos, neste texto, a funcdo W de Lambert (no singular) e seu uso para o célculo exato
do alcance horizontal de uma particula sujeita a um arrasto linear, estivamos nos referindo a fungéo real Wy (x).
Pesquise a respeito, ou aguarde o estudo da Parte II-C desta série.
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(O quao menor que 1 precisa ser o médulo de x para que esta aproximacgao seja boa, € algo a ser
investigado apenas na Parte II-C desta série.)

Se a discussao acima lhe pareceu dificil, abstrata, nao fique empacado ou empacada aqui;
como dissemos, faremos um estudo detalhado das fungdes W de Lambert apenas ao final da Parte
II-C desta série. O importante, neste momento, é vocé€ entender o processo de diferencia¢do
implicita - ou seja, o processo de obten¢do de uma igualdade envolvendo a derivada de uma
funcdo implicitamente definida - e perceber que nem sempre tal processo nos leva a uma
expressao explicita para essa derivada. Realize as atividades a seguir, para amadurecer um pouco
essas ideias.

Atividade 2-81: a) Considere a igualdade y* — 2x = 1. Mostre que ela define, implicitamente,
uma familia (infinita) de fung¢des y(x) que diferem entre si apenas quanto a seus dominios (que
podemos restringir, a nossa escolha), mas nao quanto a expressao para y(x). Qual € o maior
dominio, em R, que y(x) pode ter?

b) Calcule a derivada de y(x) de duas formas: diretamente da expressdo para y(x) que vocé
obteve no item a, e, em seguida, por diferenciagio implicita da equacio y> —2x = 1. Para que
valores de x essa derivada existe? (Observe que através da diferenciacdo implicita vocé nao
obterd, diretamente, uma expressdo para y'(x), mas uma igualdade relacionando y'(x) a y(x).
Sera necessdrio substituir, nessa igualdade, a expressdo para y(x) que vocé obteve no item a.)
¢) Usando um aplicativo como o Geogebra, trace o grafico da fungdo y(x) fazendo uso da
expressao que vocé obteve no item a, considerando o maior dominio possivel em R. Em seguida,
no mesmo aplicativo, trace a curva que corresponde a equagio y> — 2x = 1 (dependendo do
aplicativo, serd suficiente escrever no mesmo esta equacao e teclar Enter). Perceba que se trata da
mesma curva, e que isso é consequéncia de sé haver uma tinica solugdo da equacio y> —2x = 1
para y(x) - a menos de possiveis restricdes de dominio.

Atividade 2-82: Esta atividade € muito semelhante a Atividade 2-81. A diferenga basica estd na
igualdade inicial, que aqui é y* —x? = 1.

a) Mostre que a igualdade y> — x? = 1 define, implicitamente, uma familia (infinita) de fungoes
y(x) que diferem entre si apenas quanto a seus dominios (que podemos restringir, & nossa
escolha), mas ndo quanto a expressdo para y(x). Qual é o maior dominio, em R, que y(x) pode
ter?

b) Calcule a derivada de y(x) de duas formas: diretamente da expressdo para y(x) que vocé
obteve no item a, e, em seguida, por diferenciaco implicita da equagio y> — x> = 1. Para que
valores de x essa derivada existe? (Observe que através da diferenciacdo implicita vocé nao
obterd, diretamente, uma expressdo para y'(x), mas uma igualdade relacionando y'(x) a y(x) e a
x. Seré necessdrio substituir, nessa igualdade, a expressdo para y(x) que vocé obteve no item a.)
¢) Usando um aplicativo como o Geogebra, trace o grafico da fungdo y(x) fazendo uso da
expressao que vocé obteve no item a, considerando o maior dominio possivel em R. Em seguida,
no mesmo aplicativo, trace a curva que corresponde 4 equacio y° — x> = 1. Perceba que se
trata da mesma curva, e que isso € consequéncia de sé haver uma unica solucdo da equagao
y? —x? =1 para y(x) - a menos de possiveis restri¢des de dominio.

d) Como uma tarefa adicional, trace, junto com o grafico de y(x), o gréfico de y'(x). Observe
suas simetrias, e que, para x > 0, y'(x) possui um valor maximo. Calcule para que valor de x
esse maximo ocorre.

Atividade 2-83: a) Mostre que a igualdade y* — x> = 1 define, implicitamente, uma familia
(infinita) de fungdes y(x) que podem diferir entre si ndo apenas quanto a seus dominios (que
podemos restringir, a nossa escolha), mas também quanto a expressdo para y(x). Qual é o maior
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dominio, em R, que y(x) pode ter, em cada caso?

b) Calcule, para cada caso, a derivada de y(x). Faga isso por diferencia¢do implicita da equaco
y?> — x> = 1. Para que valores de x essas derivadas existem?

¢) Usando um aplicativo como o Geogebra, trace os gréficos das duas fungdes y(x) encontradas
no item a, considerando, para cada uma delas, o maior dominio possivel em R. Em seguida, no
mesmo aplicativo, trace a curva que corresponde 2 equagio y> — x> = 1. Perceba que tal curva é
a unido desses dois gréficos.

Atividade 2-84: A Fig.21, criada com o uso do Geogebra, exibe a curva de equagao
Pyt = —— (269)

que pode ser reescrita como (verifique)
Oy +x0’+y =1 (270)

Entenda que cada par ordenado (x,y) que satisfaz esta equagao corresponde a um ponto da curva,
e cada ponto da curva corresponde a um par ordenado (x,y) que satisfaz esta equagao.

a) Na Fig.21 estdo destacados trés pontos dessa curva. Verifique que os pontos A = (0,1) e
B = (1,0) satisfazem a equagéo (270).

Figura 21: Atividade 2-84.

b) O ponto C, na Fig.21, é o ponto de interseccdo da curva com a bissetriz dos quadrantes
impares: a reta de equacdo y = x. Perceba que a curva é simétrica em relacdo a essa bissetriz, e
isso esta diretamente relacionado ao fato de que a equacao (269) (ou a equagdo (270)) se mantém
a mesma ao permutarmos as variaveis x e y (pense um pouco a respeito disso). Podemos dizer,
de forma um pouco mais elegante (ou mais pomposa), que a equagdo (269) (ou a equagao (270))
¢ invariante sob permutacdo das varidveis x e y. Encontre as coordenadas do ponto C.

¢) Obtenha, sem calcular nenhuma derivada (apenas explorando a simetria do problema), a
equacdo da reta tangente a curva da Fig.21 no ponto C. Verifique, fazendo uso de um aplicativo
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como o Geogebra, se a equagdo que vocé obteve estd correta.

d) Agora, através de diferenciacao implicita da equacdo (270), obtenha as equagdes das retas
tangentes a curva da Fig.21 nos pontos A e B. Em seguida, verifique, fazendo uso de um
aplicativo como o Geogebra, se as equagdes que voce obteve estdo corretas.

e) Os pontos A e B estdo em posi¢Oes simétricas em relacdo a bissetriz dos quadrantes impares
(e, como vimos, a curva é simétrica em relacio a essa bissetriz). Observe, a partir das equacoes
das retas tangentes a curva nos pontos A e B, obtidas no item d, que os coeficientes angulares
dessas retas sao, um, o inverso multiplicativo do outro. Convenga-se, geometricamente, de que
nao se trata de uma coincidéncia, mas de uma propriedade geral - a saber:

Se uma curva € simétrica em relacdo a reta de equagdo y = x, e se A
e B sdo dois pontos dessa curva em posicoes simétricas em relagao a
reta de equagdo y = x, entdo os coeficientes angulares o ¢ B das retas
tangentes a esse curva nos pontos A e B, respectivamente, s3o o inverso
multiplicativo um do outro:

S 271
o B 271)

contanto que nenhuma dessas retas seja vertical. Se uma das retas €
vertical, a outra € horizontal.

No caso particular em que a curva é o grafico de uma fungao f(x), podemos concluir:

Se o gréfico de uma fungdo f(x) é simétrico em relagdo a reta de equagdo
y=2x, e se A e B sdo dois pontos desse grafico em posicdes simétricas
em relacdo a reta de equagdo y = x, entdo

b
f'(xB)’

contanto que f’(xa) e f'(xg) sejam ambos ndo nulos.

fl(xa) = (272)

(Talvez vocé queira, como uma tarefa suplementar, rever a Atividade 2-15, porque esse mesmo
tipo de simetria foi explorado 1a. Voce pode, inclusive, partir da conclusdo expressa no primeiro
dos dois quadros acima para obter a igualdade (69).)

Atividade 2-85: A Fig.22 ilustra uma circunferéncia de raio R centrada na origem do plano xy,
além de um ponto P da mesma e de um angulo & formado pela linha reta que liga P a origem do
plano xy e pela parte ndo negativa do eixo x. Como usual, considere que d € nulo para P na parte
positiva do eixo x (ou seja, para P = (R,0)), e que seu valor aumenta quando P se move sobre a
circunferéncia no sentido anti-hordrio. A equacgao desta circunferéncia é:

x> +y? =R%. (273)

Devemos entender que cada par ordenado (x,y) que satisfaz esta equagdo corresponde a um
ponto da circunferéncia, e cada ponto da circunferéncia corresponde a um par ordenado (x,y)
que satisfaz esta equagdo. Convenca-se disto (faca uso do teorema de Pitdgoras).
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Figura 22: Atividade 2-85.

a) Diferenciando implicitamente a igualdade (273), obtenha a equacdo y = ax+ b da reta tangente
a circunferéncia no ponto P. De antemao, perceba, geometricamente, que a € funcéo de J, apenas,
enquanto b € fung¢do de R e 8. (Dica: em algum ponto do desenvolvimento, substitua x por
R cosd ey por Rsend.)

b) Teste a equacdo da reta que vocé obteve no item a para os seguintes casos particulares:
d=mn/4,8=mn/2 e d= —n/4. E mostre que nao podemos fazer & = 0 (como esperado).

¢) Usando um aplicativo como o Geogebra, trace, a partir da equacdo (273), a circunferéncia
de raio R = 2 centrada na origem do plano xy. Em seguida escreva, no aplicativo, a equacdo da
reta que vocé obteve no item a, com R = 2, deixando & como um parametro livre. Dai, faga o
variar de 0 a 27, e observe as retas tangentes tracadas pelo aplicativo. Se possivel, produza uma
animagdo. O resultado é muito interessante!'

Atividade 2-86: Esta atividade é semelhante a Atividade 2-85, mas com uma elipse no lugar de
uma circunferéncia. Definiremos elipses e estudaremos suas equacdes na Parte IV desta série,
mas podemos adiantar (ou talvez vocé tenha visto no ensino médio) que a elipse mostrada na
Fig.23 tem equagao

X2 y2

2
E a mesma ideia apresentada nas duas atividades anteriores: cada par ordenado (x,y) que satisfaz
esta equagdo corresponde a um ponto da elipse, e cada ponto da elipse corresponde a um par
ordenado (x,y) que satisfaz esta equagdo.
a) Escreva a equacdo (274), com valores escolhidos para a e b (na Fig.23 temosa =3 e b = 2),
em um aplicativo como o Geogebra, para que ele trace a elipse correspondente. Brinque um
pouco, variando os valores de a e b.

1. (274)

Figura 23: Atividade 2-86.

3Como vocé mostrou no item b, ndo podemos fazer 8 = 0 na equagdo da reta obtida. Analogamente, também
ndo podemos fazer 8 = T, nem & = 27, como vocé pode verificar. Mas néo se preocupe com isso: provavelmente
o aplicativo simplesmente ird ignorar esses valores de 9, ao tragar as retas tangentes, se vocé pedi-lo para fazer &
variar de 0 a 27; ou entdo ird completar essas lacunas.
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b) Mostre que no caso particular em que a = b, a equagao (274) recai na equacgdo (273) -
assim demonstrando que a circunferéncia é um tipo particular de elipse. Em seguida, teste essa
conclusao escolhendo valores iguais para a e b no aplicativo usado no item a.

¢) Diferenciando implicitamente a igualdade (274), mostre que a equagdo da reta tangente a
elipse no ponto P = (xp,yp) (veja a Fig.23), com —a < xp < a, pode ser escrita como

b
y= —sgn(yp)a— (x—l; xX— 1) (—a <xp<a), (275)
22 Na
P

em que sgn € a chamada fungdo sinal, assim definida:

—1 se x<O0;
sgn(x) = 0 se x=0; (276)
1 se x>0.

Assim, temos, em (275):
—1 se yp<O0;
sgn(yp) =4 0 se yp=0;
1 se yp>0.

Perceba que podemos reescrever a igualdade (275) como

ab Xp
4P (
Y 2

— X 1) (—a <xp<a),
a2 —x3 ¢
mas ai temos que deixar claro, a parte, que o sinal “+”, em “£”, deve ser usado quando temos
yp < 0, e que o sinal “—" deve ser usado quando temos yp > 0. O uso da func¢do sinal torna as
coisas mais simples, ndo acha?
d) Usando um aplicativo como o Geogebra, trace, a partir da equagdo (274), a elipse com a = 3
e b =2, centrada na origem do plano xy. Em seguida escreva, no aplicativo, a equagdo (275),
com a = 3, b =2, e considerando yp > 0. Dai, faca xp variar de —3 a 3 (ou seja, de —a aa), e
observe as retas tangentes tracadas pelo aplicativo. Se possivel, produza uma animagao.

Atividade 2-87: Considere a familia de fun¢des y(x) implicitamente definidas pela igualdade
2 e =x. 77)

a) Escreva esta igualdade em um aplicativo como o Geogebra, para que ele trace a curva que
corresponde a esta equagdo - no sentido de que cada par ordenado (x,y) que satisfaz esta equagdo
corresponde a um ponto da curva, e cada ponto da curva corresponde a um par ordenado (x,y)
que satisfaz esta equacao.

b) A partir da curva tracada (faca uso de uma janela que inclua os intervalos —1 <x <9 e
—8 <y < 2), identifique quantas fung¢des y(x), no minimo, estdo implicitamente definidas pela
igualdade (277). (Dica: esse numero se estende ao infinito através de restricdes de dominio; mas
ndo nos interessam, aqui, restricoes de dominio além do estritamente necessario.)

¢) Quais sdo os dominios das funcdes identificadas no item b? Em cada caso, considere o
maior dominio possivel. (Dica: vocé pode realizar uma diferenciacao implicita, neste item, mas
considere, em vez disso, encarar x como uma funcao de y, em (277).)

Atividade 2-88: No projeto Matemdtica para Fisica, introduzimos diferenciacdo implicita,
formalmente, apenas nesta subsecao. Mas vocé percebeu que fizemos uso dela antes?

Peixoto & Oliveira (2025) / Pesquisa e Ensino em Ciéncias Exatas e da Natureza, 9: 110



Um curso basico de matematica para estudantes de graduacao em fisica - Parte II-A

a) No primeiro texto do projeto (Silva & Peixoto 2020), estendemos a regra da poténcia: de
expoentes inteiros para expoentes racionais. Releia o tépico Regra da poténcia com expoente
racional r # 0 (que ocupa menos de uma pagina), e identifique em que ponto realizamos uma
diferenciacdo implicita.

b) Neste texto aqui, realizamos uma diferenciacao implicita na subsecao 2.2.3: quando deriva-
mos, em (66), ambos os membros da primeira das igualdades em (64). Confira I4.

Atividade 2-89: Na Atividade 2-43 vocé obteve a derivada da funcdo ¢* de duas formas (nos
itens a e b). Reveja. Aqui, exploraremos uma terceira forma. Lembrando que e¢* e Inx sdo
funcdes inversas, uma da outra, podemos dizer que a funcdo y = e* estd implicitamente definida
pela igualdade

Iny = x,

concorda? Diferenciando implicitamente y em relagc@o a x, na igualdade acima, obtenha

E interessante comparar o que vocé fez, nesta atividade, com o que vocé fez no item b da
Atividade 2-43.

Atividade 2-90: No desenvolvimento em (70), vocé obteve, explorando a notacdo de Leibniz, a
derivada da fungdo y(x) = v/x (com x > 0), encarada como a inversa da fungdo f(x) = x> (com
x > 0). Aqui, vocé fara algo ligeiramente diferente (compare com o desenvolvimento em (70)):
diferenciard, implicitamente, y em relacdo a x, na igualdade y2 =X.

Diferenciacao logaritmica

A chamada diferenciacdo logaritmica € uma aplicacdo da técnica de diferenciac@o implicita
na tentativa de se obter, de forma mais simples, derivadas de funcdes complicadas envolvendo
produtos, quocientes, poténcias ou raizes. Como exemplo, vamos calcular a derivada da fun¢ao

22 —x
2+1)2

Primeiro, faremos isso do modo usual, até aqui. Percebe que vai dar um trabalhinho? Respire
fundo, e vamos la.

y(x) =

Em primeiro lugar, observe que esta fungdo sé esta definida para os valores de x tais que
2x2 — x> 0. Temos:
22 —x>0 = x(2x—1)>0 =
(x=0) ou (2x—1=0) ou (x>0e 2x—1>0) ou (x<0e 2x—1<0) =
1

X=z x>% x<;3
N o N -
TV VvV
X>l )C<0
2
1
x<0 ou XZE'

Portanto, a fungio y(x) acima s6 estd definida para x < 0 ou x > 1/2.'1% Podemos entio escrever,

1140utra forma de chegarmos a esta conclusio é tracando o gréfico da fungio quadratica 2x> — x, e observando
que ele intercepta o eixo x (ou seja, a reta y = 0) nos pontos x = 0 e x = 1/2, e que estd acima do eixo x nas regides
x<0ex>1/2.
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explicitamente:
B x2x2 —x
y(x) = W,
Para conferir que o intervalo (0,1/2) ndo esta contido no dominio desta fungdo y(x), use um

aplicativo como o Geogebra para tracar o grafico da mesma (sem informar ao aplicativo a
restri¢gao x < 0 ou x > 1/2, é claro; deixe que ele mesmo a identifique).

1
comx <0 ou XZE' (278)

Muito bem, passemos ao célculo da derivada de y(x) “por forca bruta”. Detalhamos as
contas para que vocé consiga acompanhdé-las apenas lendo, e também para deixar claro que o
célculo € relativamente longo. Vamos 14:

b 222 —x) (2 +1)> = x*V2x2 —x[(x* + 1)
r= [CERYE

43V —x x| (24 1) —x V22 —x [2(x + 1) (2x)]
_ 2v/2x%—x : (279)

(XZ + 1)4
com x < 0 ou x > 1/2 (ndo podemos ter x = 0, nem x = 1/2, devido a presenca de v/ 2x? —xem
um denominador, na expressao acima). Poderiamos parar por aqui, mas vamos fazer um esforco
para simplificar esta expressao imensa:

[SP(ZXZ/););ZA‘X(M_U] (X2 + 1)2 — 40\ 2x2 —x (x2 +1)
(X2—|- 1)4

y(x) =

[8x3(2x2?/x2)x—|2—i4x(4x—1)} (2 +1)—4x5V22 —x
2+ 1)3
[8x3 (202 —x) +x*(4x — 1)] (x* +1) —8x°(2x* —x)
20v/2x2 —x (x2+1)3
| (8522 + 254 — 1]+ 822 —x) +x dx— )] - 85T
2(x2+1)3v2x% —x
%A — 1) +83 (2% —x) +xt(dx—1) (O xt)(dx— 1) + 823 (2% —x)

2(x2+1)3vV2x2 —x 2(x2+1)3V2x2 —x
AP D) Ex—1) 48 (2% —x) x4 —xP+4x— 1)+ 16x° —8x*
2(x2+1)3vV2x2 —x 2(x2+1)3v2x% —x

4xT —x0 4 4x° —x* +16x° — 8x*
2(x2+1)3v2x% —x

Y

e, finalmente,
4x7 —x® +20x° —9x* 1
'(x) = , comx <0 ou x> —. (280)
) 2(x2+1)3v2x%2 —x 2

Bem melhor que a expressdao em (279), nao acha? Mas deu trabalho.

Veremos logo adiante como se dd a diferenciag¢do logaritmica da fungdo y(x) em (278). Mas,
antes, precisamos destacar um detalhe técnico. Revise a Atividade 2-27. Observe os resultados
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em (98), (99) e (100). Podemos combinar aqueles resultados para obter, por exemplo (com
b=ce):
ar vy ar vy
—ay;>0 = In (—a3) =1In|a;| —In|az| +yIn|as]|. (281)
az az

Nao estaria correto escrevermos

In (a—l ag) =Ina; —Inay +vyInaz
a

se (al/az)ag >0, mas a; <0ouay <0ouaz <0, concorda?

Agora sim, vejamos como se dé a diferenciacdo logaritmica da funcdo y(x) em (278).
Primeiro, vamos tomar o logaritmo natural de ambos os membros da igualdade (278). E claro, s6
podemos fazer isso com y(x) > 0 - ou seja, para x < 0 ou x > 1/2 -, pois Iny(x) ndo estd definido
(em R) para y(x) < 0. Obtemos:

4./72
2x° — 1 1
Iny(x) =In Cﬁ) :4ln\x\+§1n(2x2—x) —2In(x*41), comx <0 ou x> 3

Com um pouco de pratica com o uso de propriedades de logaritmos e com manipulacdes
algébricas, voceé escreve esta ultima igualdade diretamente, como fizemos acima. Mas se
preferir, faca em mais etapas. De todo modo, observe o detalhe técnico de termos escrito, no
primeiro termo do membro mais a direita, In x|, em vez de Inx. Ndo foi necessario escrevermos
In |2x2 — x|, porque vimos que com x < 0 ou x > 1/2 temos 2x* —x > 0. Também nio foi
necessério escrevermos In |x* + 1|, porque x> + 1 é sempre positivo. Muito bem, agora vamos
derivar (implicitamente):' >

d d 1
—Iny(x) = — (41n x| + 51n(2x2 —x) —2In(x* + 1)) —

dx dx
ldy 4 4x—1 2(2x)

ydr  x  22:2—x) x2+1

V() = x2x2 —x [4_1+ -1 4
(x2+1)2 [x 2(2x2—x) x*+1
Podemos parar aqui, concorda? A ideia € ndo precisarmos ter o trabalho de somar as trés fracdes
entre colchetes, acima. A técnica de diferenciacdo logaritmica produziu, rapidamente, este
resultado. Uma beleza, ndo acha? S6 para mostrarmos que este resultado corresponde aquele em

(280), vamos somar as trés fragdes entre colchetes (e, em nossa opinido, ainda assim o caminho
serd menos arduo que sem o uso da técnica de diferenciacdo logaritmica). Temos:

202 —x [8(2x% —x) (¥ + 1) + (dx — Dx(x? + 1) — dx(2x(2x* — x))
(x2+1)2 2x(2x2 —x)(x2+1)

1
], comx <0 ou x>§.

y(x) =

(%—0—8—%) (2x2:x)+ (4x—1)(x>+x)

— 2(x2+ 1)3\/mr[8(2x2 _x)(xz +1)+ (4x— 1)x(x2 +1) —4X(2x(2x2 —x))T

4x* —x3 42062 —9x

x3

= r[16x2—8x+4x4—x3+4x2—xja

2(x2 4+ 1)3v2x2 —x

5Revise a igualdade (133).
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e, finalmente,

4T —xO 42000 — 9x# 1
'(x) = , comx <0 ou x> —, (282)
Y 2(x2+1)3vV2x2 —x 2

que € a mesma expressao obtida em (280).

Ficou claro por que a diferenciagdo logaritmica deixa mais simples o calculo de derivadas
de fun¢des complicadas envolvendo produtos, quocientes, poténcias ou raizes? Principalmente
porque logaritmos transformam produtos e quocientes em somas e diferencas, respectivamente,
e € bem mais facil derivar somas e diferencas que produtos ou quocientes.

Atividade 2-91: a) Mostre que a funcao

Vxz—x+1

y ()C) = 3
1
(x*+3)
estd definida, em R, para todo x real.
b) Use a técnica de diferenciag¢do logaritmica para calcular y'(x).

A técnica de diferenciacao logaritmica pode ser aplicada, com uma adapta¢do, mesmo a
fungdes que - diferentemente das duas fungdes exploradas até aqui, neste topico - assumem
valores negativos em parte de seu dominio. A Atividade 2-92 explora isso, e pode ser considerada
opcional (realize-a se vocé estiver curioso ou curiosa a respeito, mas provavelmente nao fard uso
disso em suas disciplinas da graduacdo em fisica).

Atividade 2-92: Nesta atividade, vamos considerar uma funcio relativamente simples, mas que
assume valores negativos em parte de seu dominio. Seja

y(x)=(x—-1>3x*+1)* xeR (283)

a) Calcule y/(x) sem o uso da técnica de diferenciagdo logaritmica.

b) Para que valores de x temos y(x) < 0? Perceba que a expressio Iny(x) ndo esta correta (em
RR) para tais valores de x.!1©

¢) Sua tarefa, daqui até o final desta atividade, é mostrar que a técnica de diferenciagdo lo-
garitmica, com uma adaptag@o, leva 2 mesma expressdo para y'(x) que vocé obteve no item a -
o que inclui os valores de x para os quais temos y(x) < 0 (que vocé identificou no item b). A
adaptacdo € relativamente Gbvia: consiste no cédlculo da derivada de In |y(x)|, em vez da derivada
de Iny(x). (Dica: faga uso do resultado em (133).) Mas perceba que esse calculo ndo vale para
x tal que y(x) = 0 - ou seja, ndo vale para x = 1 -, embora valha para x tal que y(x) < 0 (pois
estamos calculando a derivada de In|y(x)|, em vez da derivada de Iny(x)). Trataremos do caso
em que x = 1 no préximo item.

d) Perceba que podemos incluir o ponto x = 1 no dominio da fung@o y’(x) obtida no item ¢, por-
que a funcdo inicial, y(x) = (x — 1)3(x?> + 1)*, pode ser reescrita mais explicitamente como uma
funcdo polinomial, e fun¢des polinomiais possuem derivadas em todos os pontos de seu dominio
(afinal, a derivada de uma fun¢ao polinomial € também uma fun¢ao polinomial, e fung¢des poli-
nomiais podem ser definidas para todos os nimeros reais). Ou seja, a expressdo obtida para y'(x)
no item ¢, que vale para x # 1, vale também para x = 1. A técnica de diferenciagdo logaritmica
produziu, no item ¢, uma espécie de “exclusdo temporaria” do ponto x = 1 do dominio de y'(x),
mas esse ponto pode ser reincluido no dominio de y'(x), ao final, pelo que foi explicado acima.

116Uma curiosidade: trabalhando com nimeros complexos, podemos definir logaritmos de nimeros negativos.
Temos, por exemplo, In(—1) = i(t+2nn), n € Z. Trata-se de uma fungdo multivalorada. Temos o chamado valor
principal de In(—1) com n = 0: in. Contudo, mesmo trabalhando com nimeros complexos, ndo definimos In0.
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Atividade 2-93: Na subsecdo 2.2.1 - mais especificamente no topico fungoes algébricas -
dissemos que ainda ndo demonstramos a regra da poténcia para expoentes irracionais; sé até
expoentes racionais (Silva & Peixoto 2020). E dissemos que fariamos a demonstracao da regra
da poténcia para expoentes reais (que incluem, portanto, os irracionais) aqui nesta subsecao.
Chegou o0 momento.

a) Seja f(x) = x*, em que s € um nimero real nao nulo qualquer. (Entenda que nio precisamos
considerar s = 0 porque temos, neste caso, f(x) = x* = 1 para todo x # 0,!!” e sabemos que a
derivada de uma fun¢ao constante é a funcao nula. Ou seja, ndo precisamos da regra da poténcia
no caso em que s = 0.) Dependendo do valor de s, f(x) pode estar ou ndo estar definida para
x < 0. Por exemplo, com s = 3, f(x) =x° = X estd definida para todo x real, mas como s = 1/2,
flx)=x"= x1/2 6 est4 definida para x > 0, e (como voce sabe) sua derivada sé existe para
x > 0. Considerando os valores de x para os quais a fungdo f(x) = x* estd bem definida em R, e
sua derivada existe, use a técnica de diferenciacio logaritmica para mostrar que

] =sx 1 (s eRY). (284)

Assim, temos, por exemplo: [x*]' = nx™!. (Dica: para que sua demonstra¢io valha nio s6
para x > 0, mas também para x < 0 - supondo que s € um niimero real tal que x* estd definida
para x < 0 -, comece definindo f(x) = x°, e escreva: In|f(x)| = In|x*| = In|x|*. Perceba que o
resultado final vale também para x = 0, se ndo ha problema, para x = 0, com a funcado f(x) = x*,
nem com a expressao para a sua derivada.)

b) Naturalmente, precisamos ter clareza quanto ao significado de uma poténcia como x*, ou,
mais especificamente, digamos, 2". Podemos encara-la como um limite:

2" = lim 2°.
S—T
Ou seja, 2™ é o ntimero real para o qual tende 2°, quando s tende a . Obtemos aproximagdes

sucessivamente melhores para 2™ tomando, em 2°, valores de s cada vez mais proximos de T.
Uma aproximagdo pode ser, com s = 3,14159:

314159
o~ 23,14159 — 2100000,

2314159 " concorda? Usando uma calculadora

A . . . . ~ . . 314159
eletronica, ou algum aplicativo, obtenha, com aproximagao de 5 casas decimais: 2™ e 2700000, ¢

compare os resultados.

e este € o numero que, elevado a 100000, € igual a

Atividade 2-94: Usando a técnica de diferenciacao logaritmica, calcule as derivadas das seguintes
funcodes:

a) f(x) =2%, x € R. (Compare com a forma como vocé obteve a derivada desta fung¢@o no item e
da Atividade 2-45, fazendo uso da igualdade (147).)

b) g(x) = x*, x > 0. (Compare com a forma como vocé obteve a derivada desta fun¢éo no item a
da Atividade 2-47.)

¢) hix) =57%.

7Dependendo do contexto, 0° pode ser convenientemente definido como sendo igual a 1, ou pode ser uma
expressao sem significado definido - talvez uma indeterminagdo. Faremos essa discussdo na Parte I1I-B desta série.
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Taxa de variacao relativa

Vamos revisar o conceito de variagdo relativa (ou diferenga relativa). Seja y uma fungao
de x. Quando esta varidvel independente sofre uma variacao Ax, a partir de um certo valor x, a
variacdo correspondente em y é

Ay = y(x+Ax) — y(x).

Trata-se de uma variagdo absoluta de y. (O termo “variagdo absoluta” ndo € usado, aqui, no
sentido de “modulo”, mas para diferenciar tal variacdo de uma “variacdo relativa”, que serd
revisada a seguir.) A variacdo relativa correspondente de y é:

Ay _yerA) 5@

Vamos exemplificar, de forma muito simples, a utilidade do conceito de variacdo relativa na
Atividade 2-95.

Atividade 2-95: Um casal de namorados decide noivar, e estd em duvida entre comprar um par
de aliancas de 1g, 2g, 3g ou 4g. O casal deseja aliangas mais pesadas (com ambas de mesmo
peso), mas também pretende economizar. Dai observa que a alianga de 4 g nao difere tanto,
em sua aparéncia, da alianca de 3 g, enquanto a alianca de 3 g difere comparativamente mais,
em sua aparéncia, da alianca de 2 g, e a alianca de 2 g difere mais ainda da alianca de 1g. Ora,
nos trés casos, a variagdo absoluta na massa, da alianga mais leve para a mais pesada, é de 1g.
Contudo, a variagdo relativa muda, de um caso para outro. Calcule essas varia¢des relativas, e
as variacoes relativas percentuais correspondentes, e sugira qual seria uma boa compra para o
casal - considerando os critérios de satisfacdo e economia.

Atividade 2-96: Seja y uma funcdo de x. Sabemos, muito bem, que podemos interpretar
a derivada dy/dx como uma faxa de variacdo de y com respeito a x. Mas podemos estar
interessados em uma faxa de variagdo relativa de y com respeito a x:

1d
1y gy D
ydx dx

Pense dy/y como a variagdo relativa de y, quando x sofre uma variagdo dx.''
a) Considerando y(x) > 0 em todo o seu dominio, mostre que podemos reescrever

1d d
=2 como alny(x). (286)

Se a funcdo y(x) for adequada a uma diferenciacdo logaritmica, justifica-se o uso da ultima
expressao em (286), para o célculo da taxa de variacdo relativa de y com respeito a x.
b) Calcule sem, e depois com, o uso da técnica de diferenciacdo logaritmica a taxa de variagao

relativa da funcao
2 4
(x) = -1
Y x2+1)°

18Evitamos escrever “taxa de variagdo relativa de y em relacio a x” porque isso pode gerar dificuldades de
compreensdo. Optamos por escrever, em vez disso: “taxa de variagdo relativa de y com respeito a x”. Aqui, o termo
“relativa” se refere a estarmos tomando, no lugar da variagio absoluta dy, a variacdo relativa dy/y, quando x sofre
uma variacao dx.
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¢) Mostre que toda fungdo exponencial f(x) = b*, com 0 < b # 1, possui uma taxa de variagdo
relativa constante. E mostre que no caso particular da fungdo f(x) = ¢* a taxa de variag@o relativa
¢ sempre igual a 1. O que isso significa? Converse com seus colegas a respeito.

Entenda que a taxa de variac@o relativa de uma fun¢fo y(x) nos d4 a taxa de variagdo de y
com respeito a x, porém dimensionada ou normalizada pelo valor de y, no ponto x considerado.

Atividade 2-97: Vocé deve lembrar, de seu estudo da fisica do ensino médio, do fendmeno
da dilatacdo térmica: o aumento de tamanho de um corpo quando ele sofre um aumento de
temperatura. Vamos considerar, de inicio, um corpo com a forma de um cubo de lado L. Vamos
supor que esse corpo € homogéneo (ou seja, suas caracteristicas nao variam de um ponto a outro)
e isotropico (isto é, suas propriedades niao variam de uma dire¢do do espaco para outra; por
exemplo, ele ndo dilata mais na direcdo de uma determinada aresta do cubo que em uma dire¢ao
perpendicular a essa). Para muitos materiais, € observado, experimentalmente, que ao submeter
tal corpo a uma pequena variacao de temperatura AT > 0 (em comparagdo com a temperatura
absoluta T inicial do corpo), cada uma de suas arestas sofre uma variacao AL, positiva € muito
menor que L, que € aproximadamente proporcional a L e a AT. Denotando a constante de
proporcionalidade (positiva) por o, e chamando-a de coeficiente de dilatacdo linear do material
que constitui 0 corpo, temos:

AL ~ a.LAT (para AT suficientemente pequeno). (287)

Nao € dificil darmos um significado fisico a relacdo de proporcionalidade entre AL e L: podemos
supor que, havendo uma pequena variacdo de temperatura AT > 0, hd um pequeno aumento
Al na distancia média | entre dtomos vizinhos, na direcdo de uma aresta do corpo, € que esse
aumento independe do valor de L. Havendo aproximadamente N dtomos enfileirados ao longo de
uma aresta (sendo N um nimero enorme, é claro), temos L = NI, e, portanto, AL = NAl. Segue

que

L Al
AL = NAl = 7Al = TL’ (288)

e, portanto, AL € proporcional a L. Este resultado pode ser encarado, de forma mais direta, como
resultante da relagdo de propor¢dao

AL Al

L1
Muito bem, podemos supor, adicionalmente, que (Al) /I é aproximadamente proporcional a AT,

€ entdo convém escrevermos: Al
— QAT (289)

sendo a constante de proporcionalidade o o j4 citado coeficiente de dilatacdo linear do material
que constitui o corpo. Trata-se de uma caracteristica do material. De (288) e (289), segue a
aproximacao em (287). Mas perceba que a relacdo (289) nao tem o mesmo apelo intuitivo que a
relagcdo (288); a relagcdo de proporcionalidade (289) foi um pouco for¢ada, ndo acha? Um dos
objetivos desta atividade € mostrar que a relacdo de proporcionalidade ente AL e AT, em (287)
(que pode ser encarada como consequéncia da relagdo (289)), ¢ mesmo problemdtica - a menos
que AT seja suficientemente pequeno (e deixaremos claro o que significa, neste caso, AT ser
suficientemente pequeno).

a) Vamos elevar a temperatura do corpo, de T a T + AT, em duas etapas: (1)de T a T + (AT) /2,
e(2)de T+ (AT)/2aT+AT. Ou seja, em cada etapa estamos produzindo uma variagao (AT')/2
na temperatura do corpo. Aplique a aproximacao (287) a cada uma destas duas etapas, e obtenha
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a seguinte expressao para a variacao total de comprimento de cada aresta do cubo:
1, 2 1 2
AL ~ o.LAT + 7 L(AT)" =aL | AT + ZOC(AT) :
Observe que AL, neste resultado, € proporcional a L, mas nao a AT. Podemos reescrever:

AL 1 )

T~ o AT + 4(0cAT) :
Mas note que esta aproximagao nos leva de volta a aproximagdo em (287), se tivermos | AT | < 1
(pois sendo | AT | bem menor que 1, (0AT)? é bem menor ainda, e entio o termo (tAT)? /4
pode ser desprezado).
b) Agora, vamos elevar a temperatura do corpo, de T a T + AT, em trés etapas, produzindo a
mesma variagdo de temperatura (AT)/3 em cada uma delas. Aplique a aproximagdo (287) a
cada uma destas trés etapas, e obtenha a seguinte expressao para a variagao total de comprimento
de cada aresta do cubo:

1 1
AL ~ o.LAT + §ocZL(AT)2 + E(x3L(AT)3.
Novamente, observe que AL, no resultado obtido, € proporcional a L, mas ndo a AT. Podemos
reescrever:

AL 1 , 1 3
— =~ AT + = (AT —(0AT)>.
7 AT + 3(oc )+ 27(oc )

Note que, como no item a, esta aproximac¢do nos leva de volta a aproximacao em (287), se
tivermos |0 AT | < 1. Ou seja, ndo parece haver problema com a aproximagdo em (287), desde
que tenhamos |®AT | < 1. Daremos uma base mais sélida a esta afirmagdo no item d.

¢) Como a relacdo em (287) € uma aproximacao, valida para AT suficientemente pequeno,
convém definirmos o coeficiente de dilatagdo linear tomando, na relagdo

(AL)/L
AT

~
~

o limite em que AT tende a zero. Temos, assim:

. (AL)/L 1dL
o= lim = ——.
AT—0 AT LdT

(290)

Ou seja, L € a taxa de variagdo relativa de L com respeito a T. Bacana, ndo acha?! Entenda que
ndo necessariamente o € constante; ele pode ser funcdo (ndo constante) de 7. Mas considerando
o constante, obtenha, a partir da igualdade

1dL
= (291)

que pode ser encarada como uma equacdo diferencial para L(T'), a seguinte expressdo para
AL:119
AL=L (e“” - 1) . (292)

Trata-se de uma relagdo bem diferente daquela em (287), concorda? (Dica: considere, em seu
desenvolvimento, a temperatura variando de T a T + AT, e o comprimento de uma aresta do

"Note a relagdo de proporcionalidade entre AL e L.
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cubo variando de L a L+ AL.)
d) Mostre que se tivermos |0 AT | < 1, a relagdo (287) é uma primeira aproximagao para a
relacdo (292). Ou seja, mostre que

se |aAT| < 1 (com a constante), entdo AL = L (e“AT — 1) ~ oLAT.

Ou seja,
AL ~ oLAT, se |aAT| < 1. (293)

(Dica: faca uso da aproximagdo linear local ¢* ~ 1+ x, para |x| < 1; veja (222).)

e) Observe que, no item a, elevando a temperatura do corpo, de T a T + AT, em duas etapas,
obtivemos para a razio (AL) /L o termo quadrético (AT)? /4. J4 no item b, elevando a tempera-
tura do corpo, de T a T + AT, em trés etapas, obtivemos para a razdo (AL)/L o termo quadratico
(aAT)?/3. Ou seja, passamos do fator 1/4 para um fator maior: 1/3. Podemos supor que
continuando com o processo de elevacao da temperatura do corpo, de 7 a T + AT, em mais e
mais etapas, o fator que multiplica (AT )? continuaria aumentando. A questdo é: tenderia a que
valor? Encontre a resposta usando, em (292), uma aproximagio de segunda ordem para ¢*A7 .
(Veja a aproximacao em (235).)

f) Se o corpo, homogéneo e isotrdpico, tem a forma de um paralelepipedo de lados Ly, L, e L3,
em vez de um cubo de lado L, podemos aplicar a aproximagdo em (293) a cada uma das trés
direcdes mutuamente ortogonais, obtendo:

ALI ~ 0oL AT,
AL, =~ ol, AT,
AL3 ~ OoL3 AT,

se | AT | < 1, sendo o o coeficiente de dilatagdo linear do material que constitui o corpo. Mostre
que a variacdo de volume do paralelepipedo, AV, resultante dessa dilatacdo térmica, pode ser
aproximada para

AV =~ YVAT, comy=3a, se |aAT| < 1. (294)

Chamamos Y de coeficiente de dilatagdo volumétrica do material que constitui o corpo.'?? (Dica:
calcule a razdo (AV)/V,com AV = (L; +AL;)(Ly +ALy) (L3 + AL3) — L1 L, L3, e observe que
alguns termos sdo muito menores que outros, se |0 AT | < 1, e por isso podem ser desprezados.)
g) Convenca-se de que, em principio, a aproximagdo em (294) se aplica ndo apenas a um pa-
ralelepipedo, mas a um corpo de formato qualquer - desde que seja homogéneo e isotrdpico.
Vocé pode imaginar esse corpo como formado por uma enorme quantidade de pequenos pa-
ralelepipedos, como se fossem pequenissimas pecas de LEGO, sé que macicas. Se possivel,
converse com seus colegas a respeito.

h) Mostre que se o corpo tem a forma de um cilindro delgado, como um fio metélico fino, e sofre
uma variacao de temperatura A7, a dilatacao térmica resultante em uma dire¢do perpendicular
a do eixo do cilindro é desprezivel, em comparagdo com a dilatacdo térmica na direcdo do
eixo do cilindro (embora a dilata¢do térmica relativa seja a mesma - e € justamente aqui que
estd o ponto-chave da questdo). Isso justifica analisarmos, muitas vezes, apenas a dilatacao
no comprimento de um fio metalico (fazendo uso da aproximagdo em (293)), desprezando a
dilatacdo em seu diametro.

i) Analogamente, mostre que se o corpo tem a forma de uma placa de pequena espessura - como
uma lamina, uma chapa fina, uma folha metélica, etc. - e sofre uma variagao de temperatura AT,

120perceba que podemos definir y como a taxa de variacio relativa de V com respeito a T.
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a dilatacdo térmica resultante em sua espessura € desprezivel, em comparacdo com a dilatacdo
térmica em uma dire¢do ao longo da placa. Isso justifica analisarmos, muitas vezes, apenas a
variacdo AA na drea da placa, devido a variacdo de temperatura AT, desprezando a dilatagao em
sua espessura. Em seguida, mostre que AA pode ser aproximada para

AA ~ BAAT, com B =2a, se |0AT| < 1. (295)

Chamamos B de coeficiente de dilatacdo superficial do material que constitui o corpo.!'?!

(Dica: considere, inicialmente, uma placa de forma retangular; depois, convenga-se de que
a aproximacdo em (295) se aplica a uma placa de forma qualquer - desde que ela seja homogénea
e isotropica.)

J) Pesquise a respeito de valores de o para diferentes materiais. Ha sites com esses dados -
especialmente para uso em engenharia. O aluminio € o metal comum com o maior coeficiente de
dilatacdo linear: aproximadamente 24 x 10"°K~! - que pode ser convenientemente expresso
como 0,024mm/(m - K). Isto significa que uma barra de aluminio de comprimento igual a 1
metro, ao ser submetida a uma variagdo de temperatura de 1 kelvin (que corresponde a uma
variacao de temperatura de 1°C), sofre uma dilatacio de 0,024 milimetros. Portanto, é necessaria
uma variagao de temperatura de aproximadamente 40°C para que uma barra de aluminio de 1
metro sofra uma dilata¢do de aproximadamente 1 milimetro. E para nos certificarmos de que
o uso da aproximacdo em (293) esta correto neste caso, observe que mesmo para AT = 40K
temos, para o aluminio, A AT < 1.

Atividade 2-98: a) Seja P uma grandeza adimensional cujo valor no instante = 0 é 3 x 10°, e
que aumenta continuamente com ¢ de tal modo que, qualquer que seja o instante ¢ > 0 considerado,
sua taxa de variacdo relativa percentual € sempre 2 % por segundo. Temos, portanto,

1dP 2
= 5! para todo ¢t > 0.

P(0) =3 x10° ——
(0) =3x © P& 100

Uma forma de interpretar esta ultima afirmativa € a seguinte: se, em um dado instante t > 0
(qualquer que seja), a taxa de crescimento de P se mantivesse constante, seu valor aumentaria
em 2% ap6s 1 segundo.'?? Obtenha a funcio P(t), e calcule P(1s), P(10s), P(100s) e P(500s)
com aproximacao de 3 algarismos (expresse suas respostas em milhdes ou bilhdes - o que for
mais adequado).

b) Agora, considere que P € uma funcao discreta de 7 - mais especificamente, uma funcao de
Nem R - cujo valor no instante t =0 € 3 X 100, e que aumenta em 2 % a cada nova unidade de
t. Trata-se de uma progressio geométrica com termo inicial 3 x 10% e razdo 1,02, concorda?
Aqui, podemos pensar P(t), por exemplo, como a populagio de uma determinada cidade, em
funcdo do tempo ¢, em anos, a partir de um “ano zero” (que pode ser o ano atual). Tal cidade
possui 3 milhdes de habitantes no ano ¢t = 0, e sua populagdo cresce a uma taxa constante de 2 %
ao ano. Obtenha a funcao P(t), com ¢ € N. (Nio atribua unidade a ¢, neste item; o exemplo da
populagdo foi dado apenas ilustrativamente.) Em seguida, calcule P(1), P(10), P(100) e P(500)
com aproximacao de 3 algarismos (expresse suas respostas em milhdes ou bilhdes - o que for
mais adequado).

¢) Compare os valores de P(1), P(10), P(100) e P(500) obtidos no item a - agora omitindo a
unidade de tempo - respectivamente com os valores de P(1), P(10), P(100) e P(500) obtidos no
item b. Explique por que hd uma boa concordancia entre os resultados obtidos nos itens a e b

121perceba que podemos definir B como a taxa de variagdo relativa de A com respeito a T.
122Se dP/dt fosse constante, poderiamos substitui-lo por AP/At, e daf obterfamos (verifique): AP = (1—(2)0 s~1)PAt.
Logo, com At = 1's terfamos AP = ﬁP.
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para P(1) e P(10), e por que essa concordancia diminui para P(100) e, mais ainda, para P(500).
(Dica: tome a razdo entre a expressdo para a fungdo P(r) do item a, omitindo a unidade de tempo,
e a expressdo para a fungdo P(t) do item b, e trabalhe com poténcias de mesma base.)!??

Taxas relacionadas

A Fig.24 mostra a trajetéria de uma determinada particula: a curva de equagao
x=(3m 1)y (296)

com o sentido indicado na prépria figura. Sabendo que, no instante em que a particula passa
pelo ponto P = (3m, 1 m), a componente x de seu vetor velocidade é v, = Sm/s - ou seja, nesse
instante temos dx/dr = 5m/s -, vamos obter, para 0 mesmo instante, a componente y do vetor
velocidade da particula - ou seja, vy, = dy/dr.

Figura 24: Trajetéria de uma determinada particula: curva de equagio x = (3m~')y?, com o sentido
indicado. Destaque para o ponto P = (3m, 1 m).

O interessante, aqui, é que nao conhecemos a fungdo y(z), e, mesmo assim, podemos
calcular vy, = dy /dt com relativa facilidade, como veremos.

Diferenciando implicitamente a equacdo (296), em relacdo ao tempo, obtemos - omitindo a
unidade m~!, por simplicidade:

de o dy
dr dr
Segue que
Vy —_— 6_y,

ou, se voce faz questdo de explicitar a unidade que acompanha o coeficiente 6, deixando claro
que a igualdade estd dimensionalmente correta,

Vy

Vy:

123Esta atividade é muito interessante para discussio em um grupo de estudantes. Um exemplo do tipo de discussio
que pode ser feita: se o percentual de 2 % no enunciado fosse substituido pelo percentual de 50 %, seria esperada a
boa concordancia entre os resultados obtidos nos itens a e b para P(1) e P(10)?
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Temos, assim, uma expressao para v, em termos de v, e y. Foi dito que no instante em que a
particula passa pelo ponto P = (3m, 1 m), a componente x de seu vetor velocidade é vy = 5m/s.
Assim, para o mesmo instante, temos:
5m/s 5
Vy=-——"—"—"—=-m/s ~ 0,83m/s.
Y (6bm1)-1m 6 / 83m/

Perceba que, em (297), as taxas vy, = dy/dt e v, = dx/dr estdo relacionadas. Mas tal relagio
nao foi dada a priori; a obtivemos diferenciando implicitamente a equacdo (296), em relacio ao
tempo. Dai, com a igualdade (297), pudemos calcular v, = dy/dt a partir do conhecimento dos
valores de v, = dx/dt e y, para o instante de interesse. Bacana, ndo acha?

Atividade 2-99: Nesta atividade, continuaremos explorando o exemplo acima.

a) Nao ¢ surpreendente que, para uma particula cuja trajetoria no plano xy estd determinada, as
componentes vy € v, de sua velocidade estejam relacionadas. Pense um pouco a respeito. Em
seguida, explique por que era esperado obtermos, para o instante em que a particula passa pelo
ponto P, na Fig. 24, v, menor que v, (observando que, pelo sentido indicado para a trajetoria,
ambos sdo positivos). (Dica: analise o coeficiente angular da reta tangente a trajetoria no ponto
P, e perceba que tal coeficiente estd relacionado a razdo v, /v, em P.)

b) Convenca-se de que a relagdo (297), entre vy, vy € y, também € valida com o sentido da
trajetoria sendo oposto ao indicado na Fig. 24. Observe, particularmente, os sinais de vy, vy € y.
¢) Mostre que, para a particula cuja trajetoria € mostrada na Fig. 24, v, e v, sdo determinados pelo

valor do modulo da velocidade da particula, v = , /v)% +12, e pelo valor de y. (Isso € razoavel,

ndo acha? Ou seja, € razoavel que v, e vy, sejam determinados por v e pelo ponto da trajetoria
em que a particula se encontra; e para determinarmos um ponto da trajetéria na Fig. 24, basta
determinarmos o valor de sua ordenada y.) Mais especificamente, obtenha:

-1
Vx:L,nO SI {ou v,= (6m™ )y
V1+(36m=2)y2

V1+36y2

, explicitando as unidades | ,

1% 1%
V14362 /14 (36m2)y?

Convenga-se de que os sinais de vy € vy estdo corretos tanto para y > 0 como paray <0, e
também para y = 0.1%4

d) Agora, convenca-se de que, invertendo-se o sentido do movimento, as igualdades acima
devem ser modificadas, respectivamente, para

vy = ,no SI | ou v, , explicitando as unidades

_ by
V/ 1+36y?

124Nota sobre a conveniéncia do uso de letras para denotar constantes, em expressées matemdticas na fisica:
Explicitar as unidades, nas expressdes acima para v, € vy, € um tanto incomodo, ndo acha? Por outro lado, omitir
as unidades, escrevendo apenas algo como “no SI”, ao lado dessas expressdes, ndo nos permite realizar, de forma
direta, uma verificagdo de que as expressoes obtidas estdo dimensionalmente corretas (uma verificagdo que devemos
nos acostumar a fazer). Uma forma de nos livrarmos destas duas inconveniéncias € fazendo uso de uma letra para
denotar a constante 3m~!, em (296). Assim, podemos reescrever a igualdade x = (3m~!)y? como x = oy?, com
o.=3m~!. Fica claro, da igualdade x = oy?, que o tem dimenséo de inverso de comprimento. Muito bem, com
isso, obtemos (verifique) vy = 20yv/+/1+40%y? e vy = v/+/1 +4a2y?. Uma andlise direta revela que estas duas
igualdades estdo dimensionalmente corretas. Perceba, portanto, que o uso de letras para representar valores dados -
e ndo apenas valores constantes genéricos - pode ser vantajoso.

Ve = — ,no SI,
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vy = —;, no SI.
V 1+36y?

Perceba que, tanto neste caso como no caso do item anterior, dividindo vy por v, obtemos (com
um passo adicional) a relacdo expressa em (297).
e) Considerando v constante, obtenha expressoes para a, = dv,/dt e a, = dv,/dt a partir das
expressoes no item ¢. Em particular, quais sdo estas componentes cartesianas da aceleracdo da
particula para o instante em que ela passa pelo vértice da parabola da Fig. 24?
f) Talvez vocé tenha percebido que, quando a particula passa pelo vértice da parabola da Fig. 24,
ay € sua aceleragdo tangencial (0 que justifica o seu valor nulo, ja que v € constante) € a, € sua
aceleracdo normal (ou centripeta). Temos entdo, para tal instante (como voce deve saber, de seu
estudo de cinematica),

ay = -,

R
em que R € o raio da circunferéncia que melhor aproxima, localmente, a trajetoria da particula.
Calcule o valor de R.
g) Este item € mais uma curiosidade que algo realmente importante, para 0 momento. Mas vale
a pena, em nossa opinido. Na Parte IV desta série estudaremos, entre outras coisas, conicas
- ou seja, elipses, hipérboles e pardbolas. Veremos como calcular a posicao do foco de uma
parabola. Vocé saberd mostrar, facilmente, que foco da paribola de equacio x = 3y? é o ponto
(1/12,0). Muito bem, no item anterior vocé mostrou, indiretamente, que o raio da circunferéncia
que tangencia a parabola de equagio x = 3y? em seu vértice e melhor a aproxima localmente
¢ R = (1/6)m. Nao é coincidéncia que o valor de R seja o dobro da distincia f do foco ao
vértice da pardbola - chamada de distdncia focal. A relagdo R =2f, ou f = R/2, talvez lhe
lembre algo sobre espelhos esféricos! Se ndo, ndo se preocupe; explicaremos tudo na Parte
I'V. Queremos apenas adiantar que, na optica, fala-se sobre foco de um espelho esférico, mas
superficies esféricas ndo tém foco, assim como circunferéncias nao possuem foco. Parabolas,
sim, possuem foco. A afirmacdo de que ““ ‘a distancia focal’ f de um espelho esférico € metade
de seu raio” significa que o paraboloide de revolucao (superficie gerada pela revolu¢do de uma
parabola em torno de seu proprio eixo) que € melhor aproximado, localmente, por tal espelho
esférico de raio R € aquele cuja distancia focal f € metade de R. Temos aqui uma conexao, talvez
um pouco inusitada, entre cinemadtica e Optica. O que as une, neste caso, € a geometria.
h) Obtenha boas aproximagdes para |v,| e |vy|, considerando a particula muito distante do vértice
da pardbola da Fig. 24. Tais aproximacdes estdo de acordo com sua intui¢ao fisica?

Atividade 2-100: A Fig.25 ilustra dois discos conectados por uma haste rigida de comprimento
L. Cada disco estd limitado a se mover sobre o e€ixo em que se encontra; vocé€ pode imagina-los
correndo sobre trilhos. O disco sobre o eixo x € forcado a se mover para a direita com velocidade
vy constante por um tempo (antes que tenhamos x = L - sendo x a posi¢ao desse disco).

a) Calcule a taxa de variacdo do angulo 0, indicado na Fig.25, em relagao ao tempo - ou seja,
calcule ® = dO/dt, expressando § em termos de v, L e 8.'?> Em seguida, convenca-se de que o
valor de 0 para © = 0 estd de acordo com o esperado (dica: lembre-se da relacio entre “velocidade

125 A notacio A para a derivada de uma grandeza fisica A em relacio ao tempo, e A para a derivada segunda de A
em relacdo ao tempo, € muito usada na mecanica cldssica - e se aplica ndo s6 a grandezas escalares, mas também a
grandezas vetoriais. Assim, temos, para uma grandeza escalar A, A = dA/dr e A = d’A / dr?; e, para uma grandeza
vetorial A, A = dA/dr e A = d*A/dr?. Por exemplo, podemos escrever a igualdade relativa 4 segunda lei de Newton
para uma particula de massa m das seguintes formas: F.s = ma ou Fyeg = mdv/ds ou Fres = mV ou Freg = p (com
p = mv) ou Fes = mi (sendo r o vetor posi¢do da particula, de modo que v = dr/d¢ e a = dv/dt = d’r/dr?). A
ideia € que vocé, como fisico ou fisica, sinta-se confortdvel com todas essas formas.

Peixoto & Oliveira (2025) / Pesquisa e Ensino em Ciéncias Exatas e da Natureza, 9: 123



Um curso basico de matematica para estudantes de graduacao em fisica - Parte II-A

linear” e “velocidade angular” - expressdes comuns em livros de fisica do ensino médio).

b) Com o auxilio de um aplicativo como o Geogebra, considerando v, > 0, esboce o gréfico de ©
em fungdo de 6, para 0 < 0 < /2. Vocé identifica uma assintota?!2® Discuta sua existéncia.

¢) Calcule 6 = d26 /dtz, expressando-o em termos de vy, L e 6 (lembre-se de que estamos
considerando, nesta atividade, v, constante). Observe que o valor de § para ® = 0 est4 de acordo
com o esperado, a partir do gréifico esbocado no item b.

Figura 25: Atividade 2-100.

Atividade 2-101: Ha muitas variagdes possiveis para a Atividade 2-100. Vamos explorar uma
delas.
a) Partindo da relagio x> +y? = L? (veja a Fig.25), e considerando que temos sempre y > 0
(embora possamos ter x positivo, nulo ou negativo), obtenha:
X .

vy = e vy  (considerando y > 0). (298)
b) Considerando os sinais possiveis para x € vy, observe que o sinal de vy, em (298), estd sempre
de acordo com o esperado, fisicamente.
¢) Mostre que a igualdade (298) pode ser reescrita como (veja a Fig.25)

vy = —V,tg6 (considerando y > 0). (299)

d) Obtenha a igualdade (299) partindo, agora, das igualdades x = Lsen0 e y = Lcos®©.
e) Considere que o disco sobre o eixo x realiza um movimento harmonico simples descrito pela
funcdo x(r) = Acos wt. Mostre que

B wAZsen 2wt
2VI2 —A2cos?mr

vy(t)

Em seguida, esboce o grafico desta funcao, com o auxilio de um aplicativo como o Geogebra,
paraL=4m,A=2me o=ms"'. Verifique se o grifico corresponde, grosso modo, ao esperado,
fisicamente. (Perceba que ndo se trata de uma fun¢do senoidal, embora seu grafico pareca com o
de uma!)

Atividade 2-102: Consideremos uma particula de massa m, restrita a se mover ao longo do eixo
x. A Fig.26 mostra um possivel grafico da energia potencial U dessa particula, em fungado de
sua posicao x. A figura também indica, por uma linha horizontal tracejada, a energia mecanica
E da particula, suposta constante (ignore a linha horizontal tracejada inferior, por enquanto).
A diferenca entre E e U - indicada por um segmento vertical na figura, para um determinado

126Egtudaremos assintotas - verticais, horizontais e obliquas - na Parte II-B desta série. Nesta Parte II-A, vimos
assintotas algumas vezes; releia, por exemplo, a nota de rodapé 107.
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valor de x - € a energia cinética da particula, K = mv)% /2, sendo v, = dx/ ds.127 Como K nio
pode ser negativo (trata-se de uma “proibicdo matemaética”, concorda?), a particula transitara
entre os pontos x4 e xp da Fig.26. A esquerda de x4 ou a direita de xp teriamos K = E — U
negativo - o que ndo faz sentido. Dizemos entdo que as regides a esquerda de x4 e a direita de xp
sdo classicamente proibidas.'*® A propésito, rigorosamente o grafico de U (x) deveria terminar
nos pontos x4 e xg; contudo, € uma pratica comum na fisica esbogarmos o grafico de U (x) sem
considerarmos o valor de E, porque isso permite visualizarmos o que ocorre ao alterarmos o valor
da energia mecanica da particula.'? Por exemplo, se diminuirmos E para um valor £ abaixo
do pico central no gréfico de U(x) - ou seja, para um valor abaixo de U (x¢) (veja a Fig.26) -, a
particula ndo mais transitard entre x4 € xp; estard restrita a se mover entre x,s € x4» ou entre xg €
xgr.30 Muito bem, imagine que em # = 0 a particula com energia mecinica E esti se movendo
“em direc@o ao ponto B” - ou seja, sua posicdo x estd aumentando, e eventualmente teremos
x = xpg. Uma vez que tenhamos x = xp, a energia cinética da particula serd nula; ela estara,
naquele instante, em repouso. A questdo que nos interessa, aqui, €: a particula permanecera
em repouso, ou iniciard um movimento “de volta ao ponto A”? A ideia é ndo recorrermos ao
conceito de for¢a; analisaremos, apenas, a acelerag@o da particula para x = xp.

Figura 26: Atividade 2-102.

a) Derivando implicitamente, em relacdo ao tempo, a igualdade

1
Emv)% +U(x)=E, (300)

127Vocé deve se acostumar a visualizar a energia cinética dessa forma, em uma figura que apresenta um gréfico de
energia potencial e na qual € indicada, por uma linha horizontal, a energia mecanica da particula. Isso sera util,
inclusive, em seu estudo de mecanica quintica - mais especificamente no estudo dos chamados pog¢os de potencial.

128Eis aqui uma das previsdes esquisitas - mas corretas - da mecAnica quintica, proveniente da resolucio da
equacdo de Schrodinger: ha uma probabilidade ndo nula de a particula relativa a Fig.26, com energia mecanica
E, ser encontrada a esquerda de x4 ou 2 direita de xz! E por isso que dizemos que as regides 2 esquerda de x4 e 2
direita de xp sdo, para tal particula, classicamente proibidas: quanticamente, elas ndo sdo. Pesquise a respeito.

129Talvez vocé se lembre de que fizemos um comentério semelhante 14 atrds: na nota de rodapé 49, relativa a
Atividade 2-21.

130Mais uma previsdo esquisita - mas correta - da mecAnica quantica: hd uma probabilidade ndo nula da particula
com energia E “tunelar” da regido [x4/,x4#] para a regido [xp,xp], € vice-versa. Pesquise a respeito.
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com E constante, obtenha a igualdade

dU
Vx (max+ a) =0, (301)

valida para um instante ¢ qualquer. Isso nos diz que se E, em (300), € constante no tempo, entao
necessariamente a igualdade (301) € vdlida para um instante ¢ qualquer - ou seja, o produto que
constitui 0 membro esquerdo de (301) é sempre nulo. Ora, para a particula relativa a Fig. 26,
com energia mecanica E, temos, quase sempre, v, 7 0 e, portanto,

dU
ma,+— =0,

dx

igualdade esta que podemos reescrever como

1 dU(x)
Ay=— —5 (302)
Estamos certos, entdo, de que a igualdade (302) vale para todos os instantes em que vy # 0,
concorda? Continuemos. Em (302) temos a, como uma funcio de x. Mas a posicdo x da
particula é funcao de ¢; logo, a, € funcdo de ¢ (€ claro). Esperamos que a, seja uma func¢ao de ¢
bem comportada, certo? Entdo ndo hd por que supormos que a igualdade (302) nao € valida para
instantes em que temos vy = 0; do contrario, haveria uma estranha descontinuidade em a,(t)
nos instantes em que v, = 0. Podemos, entdo, confiar na validade geral da igualdade (302), se a
energia mecanica E da particula € constante.
b) Perceba, considerando a particula relativa a Fig. 26, com energia mecanica E, que a, - dada
pela expressdao em (302) - € ndo nula para x = xp, bem como para x = x4. Convenca-se, entao,
de que a particula ndo permanece em repouso em x = xg, nem em x = x4. Era o que queriamos
mostrar! Observe, inclusive, que os sinais de a, para x = xp € para x = x4 estdo de acordo com o
esperado.'3!
¢) Mostre que, em principio, a particula permaneceria em repouso em x = xc, S€ sua energia
mecénica fosse E = U(x¢). Contudo, seria um caso de equilibrio instdavel, porque a minima
perturbacao na posi¢ao da particula a afastaria do ponto x = x¢.

2.5 Derivadas basicas e regras gerais para o calculo de derivadas: o que
obtivemos até aqui

Esta subsecao pode ser usada para revisao ou para consulta, quando necessario.

Vamos comecgar fazendo uma observacao quanto a nomenclatura que estamos usando aqui -
até porque ela nao € universal. Estamos chamando de regras gerais para o cdlculo de derivadas
regras como a do quociente:

[u} u'v—uv
v v
sendo u e v funcdes de x. Trata-se de uma regra geral porque ela ndao depende de quais sdo as

fungdes u(x) e v(x) - desde que suas derivadas existam (e que tenhamos v(x) # 0, é claro). E

I31Reescrevendo a igualdade (302) como —%w = may, € comparando-a com a componente x da igualdade
Fres = ma (segunda lei de Newton), Fres, = may, podemos concluir que Fres, = fdl{T(x). Observe, entdo, que os

sinais de Fres, para x = xp € para x = x4 estdo de acordo com o esperado.
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estamos chamando de derivadas bdsicas as derivadas de fungdes “basicas” como senx e cosx.!3?

Vimos que
[senx] =cosx e [cosx]' = —senx.

Podemos combinar estes trés resultados para obter a derivada de tgx = senx / cosx:

[senx]’ cosx —senx[cosx]’  cos®x+sen’x 1 5
= = = sec”x.

senx}’

tex]' = |

COSX cos2x cos? x cos2x

Mas ainda consideramos a derivada de tgx (sec®x) uma derivada bdsica, porque tgx ainda é uma
fungdo basica, entende? Além disso, é titil termos em mente a igualdade [tgx]’ = sec?x, ndo
precisando realizar o desenvolvimento acima quando o calculo da derivada da func¢do tangente
se fizer necessério (digamos, no meio da resolu¢do de um problema de fisica).

Muito bem, as regras gerais para o cdlculo de derivadas que obtivemos estdo apresentadas
nas Tabelas 6 e 7. Perceba que as regras na Tabela 6 nos permitem calcular derivadas de
combinagoes de fungdes, enquanto a regra na Tabela 7 - a regra da cadeia - nos permite calcular
derivadas de composi¢oes de fungdes. Mas, € claro, precisamos saber calcular derivadas de
fungdes basicas, usadas nessas combinacdes e/ou composicoes. As Tabelas 8 a 13 apresentam
derivadas bésicas. Nas legendas das tabelas consta onde obtivemos os resultados apresentados
(em subsec¢des anteriores desta se¢do ou no primeiro texto deste projeto (Silva & Peixoto 2020)).

Recomendamos que vocé guarde na memdria a maior parte dos resultados aqui reunidos,
porque o calculo de derivadas € algo corriqueiro na fisica; seria um entrave ficar consultando
derivadas basicas ou regras gerais durante a resolucao de problemas de fisica, por exemplo.
Mais especificamente, recomendamos fortemente que vocé memorize os resultados nas Tabelas
6, 7, 8, 9 (linha superior) e 10 (coluna da esquerda);133 e 0 que mais der (a memorizacao dos
resultados na Tabela 13 é, possivelmente, a menos importante; até dispensavel). E claro, ha
outros resultados que € util guardar na memoria; por exemplo, os resultados da secdo 2.3 postos
em caixas.

Atividade 2-103: Mostre que a regra do produto pode ser estendida para n funcoes:
[uluz .o .un]/ — (MI1M2 .. .un) + (ululz .o un) + e + (uluz .o u:,l) (303)

Perceba que a derivada do produto de n fungdes envolve n termos, € em cada um deles temos a
derivada de uma, e apenas uma, das »n fun¢des. Facil de memorizar, nao acha? E pode ser util.

132Na se¢do 2.2.1 apresentamos uma classificagdo geral das funcdes reais de uma varidvel real. Veja o diagrama na
Fig.2, complementado pelo diagrama na Fig. 1. Perceba que nem todas as funcdes elementares sdo fungdes basicas;
podemos ter, por exemplo, fungdes algébricas bastante complicadas, bem como combinagdes e/ou composicdes
complicadas de fungées elementares ndo algébricas (fungdes transcendentes). Nesses casos, precisamos combinar
derivadas bdsicas com regras gerais; mas o bom € que sempre da certo! Ou seja, ndo importa quao complicada seja
a expressao de uma fung@o elementar; com o que reunimos nesta se¢do, podemos calcular sua derivada. Quem dera
também fosse sempre possivel calcular integrais de fungdes elementares; longe disso!

133Se vocé vem realizando todas as atividades, ja deve ter memorizado - pelo uso - esses resultados.
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[cu]’ = cu/ (regra da homogeneidade)
u+v)] = +v (regra da soma)

u—v]' =u' - (regra da diferencga)

[w] =u'v+uy (regra do produto)

ui’  uv—uv .
[_} = (regra do quociente)

% v2

Tabela 6: Regras gerais para o cdlculo de derivadas (obtidas no primeiro texto deste projeto (Silva &
Peixoto 2020)). u e v sdo fungdes de x, e ¢ € uma constante. A regra da soma pode ser estendida para um
nimero n qualquer de fungdes (Silva & Peixoto 2020). A regra da diferenca pode ser obtida com o uso da
regra da soma e da regra da homogeneidade: [u—v] = [u+ (—v)] =’ + [ =u' V.

Seja y uma funcéo de u, e u uma fungdo de x. A derivada de y em relag@o a x (dy/dx)
¢ igual a derivada de y em relac@o a u (dy/du) vezes a derivada de u em relac@o a x (du/dx):

dy dydu
dx  du dx’

Equivalentemente, podemos dizer que a derivada da fungdo composta f(g(x))
¢ a derivada da funcdo externa f, avaliada na funcdo interna g(x),
multiplicada pela derivada da fun¢do interna:

[f(g(0))) = f'(8(x))g" (x).

Tabela 7: Regra da cadeia (obtida, informalmente, no primeiro texto deste projeto (Silva & Peixoto 2020),
e revisitada na subsecdo 2.2.3).

[c] =0 (derivada de uma fung@o constante, f(x) = c)

k] =sx571 (s eR¥) (derivada de uma poténcia de base x - ou “regra da poténcia”)

Tabela 8: Derivada de uma fun¢@o constante (Silva & Peixoto 2020) e derivada de uma poténcia de base x
- a famosa “regra da poténcia” (que, € claro, ndo € uma “regra geral”). Demonstramos a regra da poténcia
no primeiro texto deste projeto (Silva & Peixoto 2020), comecando com expoentes inteiros positivos e

indo até expoentes racionais; apenas no topico diferenciacdo logaritmica da subsecio 2.4 estendemos a
regra da poténcia a expoentes irracionais.
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1
Inx] = —
[In x| .

) =e

[6*] = b*Inb

[log; x|’

1

X

(x>0) In ]}/ =

xInb (x>0)

[log, |x[) =

(x#0)

1
xInb

(x #0)

Tabela 9: Derivadas de fun¢des exponenciais e de fungdes logaritmicas, com destaque, na primeira
linha, para o caso mais comum em que a base é o nimero de Euler, e. Nao se preocupe em memorizar
os resultados na segunda linha (com 0 < b # 1); primeiro porque eles ocorrem na fisica com muito
menor frequéncia que aqueles na primeira linha, e, além disso, € f4cil obté-los, a partir da primeira linha,
realizando uma mudanga de base (de e para b). Estas derivadas basicas foram obtidas no tépico Derivadas
e antiderivadas de funcdes logaritmicas e de fungées exponenciais da subsecdo 2.2.5 - exceto a dltima,
que deixamos para vocé como uma atividade (simples).

[senx]’ = cosx
cosx]’ = —senx
[cos ]

[tgx] = sec’x

[cossecx]’

[secx]’ = secx tgx

2

[cotgx]’ = —cossec”x

—cossecx cotgx

Tabela 10: Derivadas das funcdes trigonométricas (lembrando que cossecx = 1/senx, secx = 1/cosx e
cotgx = 1/tgx). Perceba que hd um sinal de menos nas expressdes para as derivadas das fungdes cujos
nomes comecam com “co”’. Estas derivadas foram obtidas na subsegdo 2.2.2.

[arcsenx]’

[arctg x]’

[arccosx] =

1
viee Thereh
1
— (—l<x<l)

V1—x2

2 (x € R)

Tabela 11: Derivadas das trés funcdes trigonométricas inversas mais comuns (obtidas na subsecdo 2.2.4).
Nao exploramos as outras trés funcdes trigonométricas inversas neste texto (veja a nota de rodapé 46).
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[senhx]" = coshx [cossechx]’ = — cossechx cotghx
[coshx]’ = senhx [sechx]’ = —sechx tghx
tghx]’ = sech®x [cotghx]’ = — cossech®x

Tabela 12: Derivadas das funcdes hiperbdlicas (obtidas na subsecdo 2.2.6). Compare com as derivadas
das fungdes trigonométricas, na Tabela 10: a dnica diferenca estd nos sinais da segunda linha.

[arcsenhx]’ = = (x e R)
1
[arccoshx]/ = \/ﬁ (X > 1)
1
[arctghx]’ = -2 (—l<x<1)

Tabela 13: Derivadas das trés fungdes hiperbdlicas inversas mais comuns (obtidas na subse¢ao 2.2.6).
As expressOes para estas trés funcdes foram obtidas na Atividade 2-62 (veja as igualdades (192), (193) e
(194)). Nao exploramos as outras trés fungdes hiperbdlicas inversas neste texto.

2.6 O que obtivemos, até aqui, relativamente ao calculo de integrais

Temos trabalhado com integrais desde o primeiro texto do projeto Matemadtica para Fisica
(Silva & Peixoto 2020). L4, introduzimos o conceito de antiderivada ou primitiva na pagina 23,
e o de integral definida na pagina 24. Mais que ser simplesmente apresentado a essas ideias, o
leitor, ou a leitora, aprendeu a fazer uso delas, em aplicagdes concretas de interesse na fisica.!34
A igualdade

b
[ fwax=F )~ Fa), (304)

a

134E interessante observar, para fazer um contraste com nossa proposta, neste projeto, que livros tipicos de calculo
diferencial e integral comecam a trabalhar infegrais bem a frente, em seu contetido. Por exemplo, um dos livros mais
conhecidos comegca, em sua oitava edi¢@o, a trabalhar antiderivadas apenas na pagina 278, e apresenta o teorema
fundamental do célculo apenas na pagina 320. Em nossa opinido, demora muito, considerando-se as necessidades
imediatas de estudantes de fisica. Mas, € claro, ndo existe proposta perfeita! Cada uma delas possui vantagens e
desvantagens; com a nossa ndo ¢ diferente. Por isso recomendamos aos estudantes que puderem: procurem ter
contato com outras exposi¢des, com outras propostas; isso enriquecera sua formacdo. Para alguns, serd interessante
estudar por mais de um material, em um primeiro contato com um determinado contetido. Para outros, serd melhor
estudar por um unico texto, em seu primeiro contato com um certo assunto, e deixar para examinar outros textos
depois. Nao ha regra que se aplique a todos.
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relativa ao teorema fundamental do cdlculo (TFC), foi obtida, informalmente, e usada na maioria
dessas aplicagdes.!?> Dai pra frente, niio paramos de trabalhar com integrais. Na Parte I desta
série, vimos integrais multiplas de funcdes reais de duas ou mais varidveis reais, € comegamos
a integrar vetores: primeiro considerando um vetor v como fun¢do de um escalar ¢ (que pode
ser tempo) - e entdo integrando v(z)dt -, e depois passando a integrais de linha. Aqui na Parte
II-A, comecamos a trabalhar com antiderivadas ja na Atividade 2-10, e com integrais definidas
na Atividade 2-11. Mas ainda ndo estudamos, formalmente, as chamadas técnicas de integracdo;
faremos isso na Parte II-B.

Como, entdo, temos calculado integrais? Como temos obtido antiderivadas? Vocé sabe
a resposta: quase sempre, por inspe¢io.'*® E o melhor caminho quando as funcdes cujas
antiderivadas queremos obter sao muito simples - quase derivadas bésicas. Por exemplo, temos,

diretamente,
X2

/cosxdx = senx

X1

X2
= senxp — senxj,

X1
pois cosx € uma derivada basica (de senx). Entdo € facil obtermos, por inspe¢ao:

X2
A
/Acos(ax+b) dx = —sen(ax+b)
a

X1

X2

A
= — [sen(axp +b) —sen (ax; +b)].
a

X1

Obter antiderivadas por inspecao tem sido suficiente, até aqui. SO estaremos prontos para
integrais mais desafiadoras na Parte II-B desta série, onde estudaremos técnicas de integracdo.
E, ainda assim, ndo esgotaremos esse assunto; nem serd preciso, como defenderemos I4.

Nesta secdo, portanto, o que cabe € a apresentacdo, em tabelas, de antiderivadas bdsicas
- ou seja, antiderivadas de derivadas bdsicas -, e também de algumas propriedades gerais da
integral definida (trazidas no Exercicio 44 do primeiro texto (Silva & Peixoto 2020)). Vamos
comegar por elas: veja a Tabela 14. Sao propriedades intuitivas.

Passemos agora a antiderivadas bésicas (apenas as mais importantes), apresentadas no
contexto do cdlculo de integrais definidas: veja as Tabelas 15 a 18. Perceba que tais antiderivadas
seguem de derivadas basicas correspondentes apresentadas nas Tabelas 8 a 11, respectivamente.
E, é claro, em cada caso estamos supondo que os limites de integracdo a e b pertencem ao
dominio do integrando, e também que o integrando é continuo no intervalo [a, b] (do contrério, o
TFC nio se aplica'37).

135Convém lembrar que o TFC inclui, além da igualdade (304), a condi¢do de continuidade da fungdo f no
intervalo [a,b]. Estudaremos continuidade de fung¢des mais formalmente na Parte II-B desta série, mas, grosso
modo, dizemos que uma fungdo € continua no intervalo [a,b] se seu gréafico € uma linha continua nesse intervalo.
Também convém lembrar que o TFC possui uma segunda parte, que analisaremos apenas na Parte II-B.

136Uma excegio aparece na Atividade 2-10: em seus itens ¢ e d obtivemos antiderivadas dificeis de encontrar
apenas por inspecdo; tivemos que realizar uma “manipulacdo do integrando” - ou seja, uma manipulacio algébrica
de cada fun¢do cujas antiderivadas queriamos obter. Como dissemos na nota de rodapé 30, a manipulacdo do
integrando é uma das trés técnicas gerais de integracdo, que veremos na Parte II-B desta série.

137E interessante revisar a Atividade 2-35 - mais especificamente a discussdo realizada entre os itens ¢ e d.
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b b
/ cf(x)dx=c¢ / f(x)dx (linearidade - parte 1)
b b b
/ [f(x)+g(x)]dx= / fx)dx+ / g(x)dx (linearidade - parte 2)
a b
/ flx)dx=— / f(x)dx (inversdo dos limites de integragio)
b a
b c c
/ fx)dx+ / flx)dx = / f(x)dx (adi¢@o de intervalos)
a b a

Tabela 14: Algumas propriedades bésicas da integral definida.

(s#—1) (“regra da poténcia”)

Tabela 15: Antiderivada de uma poténcia de base x - a famosa “regra da poténcia”, agora para antiderivadas.
Segue imediatamente da regra da poténcia para derivadas. Embora a regra da poténcia para antiderivadas
se aplique ao caso em que s = 0, € mais direto simplesmente escrevermos, neste caso: | : dx=b—a.

b b

zlné (a,b>0 ou a,b<0)
a

b
/exdx:ex

a

a a

bl
/-mzmm
X
a

Tabela 16: Antiderivadas de ¢* e 1/x.
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b b b b
/cosx dx =senx /cossecx cotgx dx = —cossecx
a a
a a
b b b b

/senxdx = —COsX /secx tgxdx = secx
a

a a

a

b b b b
/seczxdx =tgx /cosseczxdx = —cotgx
a

a a

a

Tabela 17: Antiderivadas bdsicas envolvendo fungdes trigonométricas (lembrando que cossecx = 1/senx,
secx = 1/cosx e cotgx = 1/tgx). Convém observar que secx tgx = (senx)/(cos’x) e cossecx cotgx =
(cosx)/(sen’x); contudo, como dissemos na nota de rodapé 29, veremos na Parte II-B desta série a
técnica de integracdo por substituicdo, e com ela conseguiremos obter facilmente as antiderivadas de
f(x) =secx tgx = (senx)/(cos?x) e f(x) = cossecx cotgx = (cosx)/(sen’x) - e assim talvez vocé prefira

nio memoriza-las.

b | b
/ ———dx = arcsenx

m ([a,b]C(—l,l))

a

b

b
1
/ T2 dx = arctgx
a

a

Tabela 18: Antiderivadas de 1/v/1 —x2 e 1/(14x?). Alternativamente, podemos expressar as antideri-
vadas de 1/v/1 — x% como —arccosx + C (veja a Tabela 11); mas o uso da fungdo arco seno €, em geral,
preferido ao uso da funcdo arco cosseno, aqui. Uma das razdes é que a fungdo arco seno € simétrica em
relacdo ao 0 (mais especificamente, ela é uma fung¢do impar), enquanto a fungdo arco cosseno nio possui
simetria semelhante.

2.7 Atividades adicionais com funcoes elementares: calculos de areas,
volumes, comprimentos de curvas, obtencao da equacao de uma reta
tangente a um grafico, etc.

Para esta subsecao elaboramos 10 atividades - algumas delas envolvendo combinacdes e/ou
composicoes de funcdes elementares -, organizadas da seguinte forma (€ importante que vocé
procure realizar todas elas): '8

138Como vocé verd, a Atividade 2-107 é um tanto extensa, mas nela é desenvolvido um tépico que tem lugar
garantido em praticamente todo livro de mecanica cldssica, e que os estudantes de fisica devem conhecer bem. Vale
a pena voc€ investir tempo e energia em sua realizacdo. E, além disso, ela € muito bacana! A Atividade 2-108 estd
relacionada a Atividade 2-107. Adiaremos para a Parte IV desta série o cdlculo de dreas de superficies de revolugdo;
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e Calculo de derivadas: Atividade 2-104;

» Calculo de integrais definidas: Atividade 2-105;

* Obtencdo da equagdo de uma reta tangente a um grafico: Atividade 2-106;

* Aplicacdo a fisica: oscilacoes amortecidas (equacdo diferencial): Atividade 2-107,;
» Problema de otimizagdo: Atividade 2-108;

* Realizagdo de aproximagoes locais: Atividade 2-109;

» Calculo de dreas de figuras planas: Atividade 2-110;

* Calculo de volumes de solidos de revolugcdo: Atividades 2-111 e 2-112;

* Célculo de comprimentos de curvas: Atividade 2-113.

Atividade 2-104: E importante praticarmos o célculo de derivadas de fungdes envolvendo
combinacdes e/ou composi¢des de funcdes elementares - independentemente de visualizarmos
uma aplicacao direta a fisica, porque esse tipo de treino é bastante util na fisica. Calcule a
derivada de cada uma das fung¢des abaixo, e identifique o dominio de cada uma dessas derivadas
(esta é, talvez, a parte mais dificil da atividade para os itens b e e). (Obs.: nos itens ¢ e e vocé

precisara fazer aplicacdes sucessivas da regra da cadeia.)

a) f(x) = 3¢* + 2arctex b f(x) = 0% ¢) f(x) = 4sen(2¢¥)

cosx
d) f(x) = Ae > cos(cx+d), com A, b, c e d constantes.

e) f(x) = tgh(In(tgx?)), com x > 0.

Atividade 2-105: Calcule as integrais definidas abaixo. (Dica: Nos itens a e b, faca uso da regra
da poténcia, apds reescrever o primeiro termo do integrando adequadamente; no tem ¢, obtenha
a antiderivada por inspecdo; nos itens d e e, realize uma manipulagcdo apropriada no integrando,
antes de obter as antiderivadas por inspecdo.!3?)

a) 1/2 <§4 — %) dx b)/lz(% — %) dx ) erxzderjxedex

/2 a/2
dx
d /Asen nx)cos(nx)dx, com A constante e n € N*. e / ——,a>0
) J (nx) cos(nx) ) ., 22

Atividade 2-106: Considere as funcdes f(x) = €*/? e g(x) = asen(nx) + 1, sendo a uma cons-
tante.

a) Fazendo uso de um aplicativo como o Geogebra, esboce os graficos de f(x) e g(x), com a = 1.
Em seguida, produza uma animacao, fazendo a variar de —3 a 3. Perceba, com essa animacao,

ele teria lugar aqui, nesta Parte II-A, mas nfo se trata de uma necessidade urgente para estudantes de fisica, em
nossa opinido; preferiremos discuti-lo apds o estudo de coordenadas curvilineas, na Parte I'V.

139Para o item d, procure uma identidade trigonométrica adequada. Quanto ao item e, talvez vocé se lembre de
que ja realizou uma atividade semelhante ao cdlculo dessa integral: no item ¢ da Atividade 2-20; mas tente calcular
tal integral sem voltar a Atividade 2-20 - a menos que seja realmente necessdrio fazer essa revisio (cabe a vocé
decidir).
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que ha um tnico valor de a para o qual o ponto (0, 1) é um ponto de tangéncia entre os graficos
de f(x) e g(x).'*" Dat, usando o aplicativo, obtenha - visualmente (“no olhdmetro”, como se
diz) - esse valor de a com aproximacao de duas casas decimais.

b) Agora, usando calculo diferencial, obtenha o valor exato de a que faz com que o ponto (0, 1)
seja um ponto de tangéncia entre os graficos de f(x) e g(x), e compare esse valor exato com o
valor aproximado obtido no item a.

¢) Considerando o valor de a encontrado no item b, obtenha a equagdo da reta tangente aos
gréficos de f(x) e g(x) no ponto (0,1). Em seguida, esboce essa reta tangente junto com os
gréficos f(x) e g(x), no aplicativo.

Atividade 2-107: Considere um corpo de massa m que se move apenas na direcdo x, e estd
sujeito a duas forcas - ambas com a dire¢do do eixo x: uma forca eldstica, restauradora, de
componente x dada por F = —kx, sendo x a posi¢do do corpo e k uma constante positiva
chamada de “constante eldstica da mola” (talvez a mola nao exista, fisicamente), € uma forca
linear de resisténcia do ar, também chamada de arrasto linear ou arrasto viscoso, de componente
x dada por f, = —bv,, sendo v, a componente x da velocidade do corpo - ou seja, vy = dx/dr - e
b uma constante positiva denominada coeficiente (ou constante) de arrasto linear, coeficiente
de arrasto viscoso, entre outras expressoes semelhantes. A forca resultante sobre o corpo tem,
portanto, componente x dada por

Eresx = Ie], +fx = —kx —bvy,

comk>0eb >0.

a) Aplicando a segunda lei de Newton ao corpo (modelado como uma particula), na forma'#!

_ Fresx
X m Y
obtenha a equacdo diferencial
d>x  k_ bdx

—_— = ——x——— 305
dr? mx mdt’ (305)
que podemos reescrever Como
d®x bdx &k
— t——+ —x=0. 306
dr? + m dt + mx ( )

Trata-se de uma equagdo cuja solugdo é o conjunto de todas as fungdes x(¢) que a satisfazem.

b) Propor uma solucdo tentativa para a Eq.(306) ndo € uma tarefa trivial - a menos que nos
guiemos por alguma intuicdo fisica. E o que faremos. Aprendemos a resolver este problema para
0 caso ndo amortecido - ou seja, quando temos b = 0; revise cuidadosamente a Atividade 2-8 -
incluindo as observacdes adicionais logo apds o item f. Naquela atividade, obtivemos:

k
x(t) =Acos(wt+9), com w=4/— (Aedconstantes).
m
Vamos reescrever este resultado trocando “®” por “®p”. No contexto atual, trata-se do ® para o

caso nao amortecido (quando temos b = 0; ndo tem nada a ver com o instante ¢t = 0, € claro; ndo

140Um ponto de tangéncia P entre os grificos de duas fungdes é um ponto onde esses graficos se tocam, sem se
cruzarem. Alternativamente, podemos chamar de ponto de tangéncia ndo o ponto P, mas sua abscissa xp. Neste caso,
estamos pensando nao em um ponto do plano xy, mas em um ponto dos dominios das func¢des f e g, entende?

41 embre-se que a, = dv,/dr.
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se confunda). Temos, entao:

k
x(t) =Acos(mpt+98), com my=1/— (A e dconstantes). (307)
m

Muito bem, podemos intuir que, com o amortecimento gerado pelo arrasto linear, ainda teremos
uma oscilacio, porém amortecida - ou seja, de amplitude decrescente. Essa intui¢ao pode estar
errada; s6 saberemos testando-a. Assim, tentaremos uma solu¢cdo com a forma

x(t) = A(t) cos(wt +9),

sendo A(¢) uma funcéo cujo médulo decresce com ¢. Precisamos, entdo, propor uma expressao
para tal fung¢do. Nao seria surpreendente escolhermos usar uma fun¢do exponencial, considerando
a frequéncia com que fungdes exponenciais aparecem na fisica, concorda? Assim, vamos tentar:

A1) =Age P,

sendo Ay e 3 constantes (€ claro, “Ay” é uma notac¢do adequada porque Ag = A(0); mas perceba
que s6 temos x(0) = Ag se 0 € tal que cosd = 1). Com isso, a solucdo tentativa fica:

x(t) = Age P cos(mr 4 8). (308)

Ha algo que podemos antecipar. Ha quatro constantes, aqui: Ag, B, ® e 8. Como a equacdo
diferencial (306) € de segunda ordem, esperamos duas constantes arbitrarias. Portanto, se a
solugdo tentativa acima funcionar, duas dessas quatro constantes serdo determinadas, e as outras
duas poderdo assumir valores arbitrarios, relacionados a posi¢do inicial xg = x(0) e a velocidade
inicial vy, = v,(0) do corpo. Uma anilise fisica atenta sugere que, se a solugdo tentativa (308)
funcionar, Ag e 0 serdo as constantes arbitrarias, enquanto 3 e ® serdo determinadas pelos valores
de m, k e/ou b. Pois bem, substituindo a solucao tentativa (308) na Eq.(306), mostre que ela
funciona, desde que tenhamos (considerando ® positivo - o que ndo € realmente restritivo; revise
a Atividade 2-7, item a)142

kb2

m  4m?

Perceba que existe uma condi¢do adicional: para que ® seja real e ndo nulo, devemos ter
ko b?
m = 4m?’

Conclusdo: uma solugdo para a equacdo diferencial (306), com constantes arbitrarias e indepen-
dentes A e d, é (veja as expressdes para g e [ respectivamente em (307) e (309))

k b2
x(t) =Age P/?" cos(wt +8), comw=4/— =/ — B2, (310)

m  4m?

p=p © 0= (309)

ouseja, b <2Vmk.

142 Aqui vai uma dica: em seu desenvolvimento, vocé chegard a uma igualdade do tipo A, cos(®r + &) +
Azsen(wr +8) = 0, sendo A; e Ay constantes; e a Unica forma de uma igualdade desse tipo ser vdlida para
todo instante t € com A} =0 e A = 0. Podemos chegar a esta conclusdo da seguinte forma (dentre ou-
tras): primeiro, considere um instante ¢ para o qual temos, digamos, ®f + 8 = T, e perceba que a igualdade
Ajcos(wr +9) +Azsen(wr+3) = 0 s6 € satisfeita com A; = 0; em seguida, considere um instante 7 para o qual
temos, digamos, @t 4+ & = /2, e perceba que a igualdade A cos(wz 4 8) + Aj sen(®z + 8) = 0 6 € satisfeita com
A, = 0. Portanto, repetindo, a tnica forma de uma igualdade do tipo A cos(®? + 8) + A sen(w? + ) = 0, sendo A;
e A, constantes, ser vélida para todo instante ¢ é com A; =0 e Ay = 0. (Na linguagem da dlgebra linear, dizemos
que as fungdes cos(w? 4 d) e sen(wf +J), com ® # 0, sdo linearmente independentes.) Faga uso disso para obter
os valores para 3 e @ em (309).
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contanto que tenhamos

k _ b?

m” dm?
Perceba que nossa intui¢@o fisica ndo estava inteiramente correta: nao previmos que ndo ha
oscilacdo, se o coeficiente de arrasto linear, b, € suficientemente grande. Ou talvez vocé tenha
previsto isso; se sim, estamos impressionados! Faz sentido nao haver oscilagdo se o valor de b
€ muito grande, ndo acha? Reflita um pouco. Com um arrasto muito grande, o corpo se move
em direcdo a posi¢ao de equilibrio, mas nao passa dela - ndo havendo, assim, uma oscilacao.
Voltaremos a essa discussao mais adiante nesta atividade, e veremos como obter as solugdes para
a Eq.(306) no caso em que b > 2v/mk - chamado de superamortecimento - e no caso em que
b = 2+/mk - chamado de amortecimento critico; 0 caso acima, em que b < 2\/17?, ¢ chamado de
subamortecimento (0 Unico em que existe oscilacdo).

ouseja, b <2vVmk. 311)

Vamos por em destaque a solu¢@o obtida no caso de subamortecimento:

Solugdo para a equagdo diferencial (306),
no caso de subamortecimento (k/m > b? / 4m? - ou seja, b < 2v/mk),
com constantes arbitrarias e independentes Ag e O:

x(t) = Age P/?" cos(wt +8), com @ = \/ 03— B2, (312)

| k b
sendo ®wy=1/— e PB=—.
m 2m

(Frequentemente estamos interessados apenas no intervalo ¢ > 0.)

E importante observar que, com o amortecimento (e considerando b < 2v/mk), a oscilagio deixa
de ser periddica: o movimento ndo mais se repete, em intervalos de tempo regulares (afinal, a
amplitude decresce com o tempo). Contudo, ainda faz sentido falarmos em uma “frequéncia de
oscilagdo” f, ou em uma “frequéncia angular” ® (® = 27 f): neste caso, f ainda denota, em um
certo sentido, o niimero de “ciclos” por unidade de tempo, mas sem que o corpo retorne a posi¢ao
e a velocidade iniciais a cada intervalo de tempo 1/f (observe que a cada intervalo de tempo
1/f o argumento do cosseno varia de 27, completando um ciclo). E como nés, fisicos, pensamos
(a maioria de n6s, ao menos). Adicionalmente, perceba que o valor de ® (e, portanto, de f)
diminui com um aumento de b - o que faz sentido, ndo acha? E esperado que o amortecimento
tenha efeito ndo apenas na amplitude, mas também na frequéncia; afinal, ele deixa 0 movimento
“mais lento”. Contudo, € claro, enquanto a amplitude cai com o tempo, ® nao se altera, com b
constante. Ha outras anélises semelhantes que podemos fazer. Por exemplo, é esperado que ®
aumente com k (imagine uma mola mais rigida). J4 a dependéncia de ® com m € menos trivial.
Faremos essa investigacdo como um exemplo de aplica¢do do célculo a problemas de otimizacao,
na Atividade 2-108.

¢) Mostre que podemos reescrever a solucdo (312) para a equagdo diferencial (306),
no caso de subamortecimento (b < 2+/mk), como (revise a Atividade 2-9, se desejar):

x(t) = e /2" (B coswt + Bysenr), com ® = \/ @3 — B2, (313)

sendo Bj e B constantes arbitrarias e independentes,

|k b
Wy)=1/— € B:—.
m 2m
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d) Expresse B e By, em (313), em termos de xo = x(0) e vy, = v,(0), e daf reescreva (313)
fazendo uso das constantes xg € vy,, em vez de By e B. Observe entdo que as condicOes iniciais
x(0) = xg e v(0) = vy, determinam o movimento, como esperado. '3

e) Chegou o momento de brincarmos um pouco com o Geogebra (ou com outro aplicativo
similar, se vocé preferir). Mas ndo serd apenas divertido; sera bastante instrutivo! Vamos
comecar considerando uma oscilacdo sem amortecimento, de amplitude Ag = 5Scm e frequéncia
Jfo = 1Hz, com posig¢do inicial Ag e, consequentemente, velocidade inicial nula. Para diferenciar
0 caso sem amortecimento do caso com amortecimento, vamos denotar a posi¢do do corpo por
Xna, NO primeiro caso (“na” de nao amortecido). Temos - fazendo Ag =5cm, b =0, ® = g =
2nfy=2nHze § =0em (312):'4

Xna(t) = (5cm) cos[(2ns~ )] (£ >0).

Insira esta fun¢dao no Geogebra (sem as unidades, e com a restricao t > 0), e gere seu grafico.
Nada de mais até aqui, certo? Agora, vamos introduzir o amortecimento. Ou melhor, faremos
isso num instante. Primeiro, desmarque a op¢ao “Show Grid” ou “Exibir Grade” (se estiver
usando o Geogebra), modifique a cor do gréfico gerado para uma cor clara (um cinza claro é uma
op¢ao interessante), e mude o estilo de linha para pontilhado. Agora sim, vamos introduzir o
amortecimento. Primeiro, para mantermos as mesmas condi¢des iniciais escolhidas para o caso
sem amortecimento, faremos xo = Ap = Scm e vy, = 0 na expressdo para x(¢) obtida no item
d. Para mantermos a frequéncia angular 0y = \/k/m = 2n s~! no caso de ndo amortecimento,
podemos escolher m = 200g = 0,2kg e k = 0,8n*> N/m (verifique).'* Precisamos respeitar a
condigdo b < 2v/mk = 0,8m kg/s ~ 2,51 kg/s (verifique). Entdo vamos escolher, por enquanto,
b =0,5kg/s; isso nos da b/2m = 1,255~ . Inserindo todos esses valores na expressio para x(t)
obtida no item d, temos (verifique):

x(t) = (Sem)e (12557 [cos <(\/ (27m)2 — (1,25)2 sl) t)

i \/(2n)i’i5(1,25)2 Sen((\/@’f)z— (1,25) s‘1> t)] (t > 0).

Usando o mesmo aplicativo, esboce o grafico desta fung¢do junto com o grafico da funcao anterior
(xna(t)). Sugerimos usar uma cor azul. Por fim, vamos introduzir um terceiro grafico na figura: o
da amplitude

A(r) = Age /?m = (5em) e (125570 (1> 0).

Sugerimos usar uma cor vermelha, e o estilo tracejado. Concluiu? Temos uma bela figura, nao
acha? Continuaremos no préximo item; nao feche o aplicativo (ficard ainda mais interessante).!40

143Convém observar que € muito mais fécil expressar By e B, em (313), em termos de xo € vy, que expressar Ag €
8, em (312), em termos de xg e Vy,- Isso também se aplica ao caso ndo amortecido, como podemos ver comparando a
Atividade 2-8 com a Atividade 2-9. No recomendamos, como atividade, expressar Ag € 8, em (312), em termos de
X0 € Vx,; as expressdes resultantes ndo sdo elegantes, e o esfor¢o envolvido ndo traz nenhum beneficio significativo,
em nossa opinido. Se tiver curioso, ou curiosa, peca a alguma IA generativa para fazer isso por voceé.

144Perceba que, com b =0 e 8 = 0 em (312), obtemos x(0) = Ag e v,(0) =0.

1458 claro, na prética ndo se expressa o valor de k usando um nidmero irracional (no caso, T); trata-se apenas
de uma conveniéncia, aqui. Outra coisa: ndo precisariamos ter escolhido esses valores para k e m, para obtermos
Wy = k/m=2n s Lo que importa, aqui, é o valor da razdo k/m, percebe?

146(Uma observacao adicional: embora, teoricamente, a oscilacdo amortecida continue eternamente (pois nunca
temos A(7) = 0), na prética deixamos de ter oscilag¢do a partir de algum instante. Que sentido haveria, por exemplo,
falarmos de uma oscilagdo de um bloco macroscépico a partir de um instante r em que A(¢) é igual a, digamos, 1
nandmetro?! Observe, na figura que vocé construiu com o Geogebra, que podemos desconsiderar oscilagdes a partir
det ~4s.
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f) Agora, vamos deixar b como um pardmetro livre para variar de 0 a seu valor maximo 2v/mk,
que, com os valores apresentados no item anterior para k e m, € 2,51 kg/s, aproximadamente.
O que precisamos fazer, no aplicativo, é trocar “1,25” (lembre-se de que com b = 0,5 kg/s e
m = 0,2kg obtivemos b/2m = 1,25 ) por “b/0,4”, e deixar b variar de 0 a 2,51. Faga isso nas
expressoes para x(t) e A(t) inseridas no aplicativo, e entdo explore o que ocorre com os graficos
quando b varia de 0 a 2,51. Observe ndo apenas o efeito da variagdao de b sobre a amplitude, mas
também sobre a frequéncia. Observe, ainda, que a oscilagdo praticamente inexiste quando b esté
proximo de seu valor maximo. (Nao feche o aplicativo; voltaremos a ele daqui a alguns itens.)

g) Os préximos itens desta atividade sao voltados a resolug¢ao da equagao diferencial (306) para
os casos b > 2v/mk (superamortecimento) e b = 2V mk (amortecimento critico). Geralmente,
a equagdo (306) € resolvida, para os trés casos (subamortecimento, superamortecimento e
amortecimento critico), com o uso de nimeros complexos; e faremos isso, mas s na Parte V
desta série. Por enquanto, veremos aqui um modo de resolver esse problema sem usar ndmeros
complexos - o que também € muito interessante. Neste item e no proximo, prepararemos o terreno.
Vamos 14. Se voce leu a nota de rodapé 142, viu que a unica forma de uma igualdade do tipo
Ajcos(mr+90)+Azsen(wr+06) =0, sendo Aj e Ay constantes, ser vélida para todo instante 7 é
comA; =0eA; =0. E observamos que, na linguagem da dlgebra linear, as fungdes cos(mt + d)
e sen(7 +93), com ® # 0, sdo entdo ditas linearmente independentes. Vamos explorar um pouco
mais o que isso significa. Duas fungdes sdao ditas linearmente independentes (LI) quando
nenhuma delas pode ser expressa como um multiplo da outra. Assim, por exemplo, f(x) =x
e g(x) = x? sdo obviamente LI, enquanto p(x) = x*> — 2x e g(x) = 3x* — 6x sdo linearmente
dependentes (LD), pois ao menos uma delas pode ser expressa como um multiplo da outra:
qg(x) =3p(x) e p(x) = %q(x) (neste caso, ambas podem ser expressas como um multiplo da
outra). Outro exemplo de fungdes LD: r(x) = x> e s(x) = 0; embora nio possamos expressar (x)
como um multiplo de s(x), podemos expressar s(x) como um mdltiplo de r(x): s(x) = 0r(x). Se
duas funcgdes f(x) e g(x) sdo LI, a dnica forma de a igualdade A; f(x) +Axg(x) = O ser satisfeita
é com A| = 0e Ay = 0; do contrario, poderiamos expressar ao menos uma delas como multiplo
da outra: ou teriamos f(x) = —f‘—fg(x) (com A # 0), ou entdo g(x) = —ﬁ—; (x) (com Aj # 0).
Por isso, podemos redefinir: duas fungées f(x) e g(x) sdo ditas linearmente independentes se,
e somente se, a igualdade A f(x) +Axg(x) = 0 (para todo x pertencente aos dominios destas
fungdes) necessariamente implica que A}y =0 e A, = 0. E esta é a definicao padrdo, que se
estende naturalmente a trés ou mais funcoes; mas a ideia de que duas funcdes sdao LI quando
nenhuma delas pode ser expressa como um multiplo da outra € bastante intuitiva, e por isso

ttil.'*’” Muito bem, observe que podemos reescrever a solugio (313) como:
x(t) = Bie "/ cos ot + Bye "/ sen oot (314)
Trata-se de uma combinagcdo linear das fungdes f(t) = e ?/?"coswrt e g(t) = e~ /*"senoor.

Mostre que estas duas fungdes sao LI. Em seguida, perceba que se f(¢) e g(¢) fossem LD, ou
seja, se pudéssemos expressar uma delas como mdltiplo da outra - digamos, g(¢) = Cf(¢) -,
teriamos:

x(t) = B1f (1) + Bag(t) = B1 f (1) + Ba2[Cf (2)] = (B1+ B2C) f (2).

Voceé percebe qual seria o problema disso? Nao teriamos mais duas constantes arbitrarias para
satisfazer as condicdes iniciais x(0) = xp e v¢(0) = vy,, mas apenas uma constante arbitraria:
D = B +B,C.'*® Assim, que as funcdes f(t) = e b1/2m coswr e g(t) = e U1/2m gen oo, em (314),

147H4 muito mais a ser dito sobre dependéncia e independéncia linear; faremos isso na Parte VII desta série, e
também antes, na Parte V, em que estudaremos equagdes diferenciais de forma um pouco mais técnica.
148perceba que, dada a constante C, e sendo B; e B; constantes arbitrarias, D pode assumir qualquer valor desejado,
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sejam LI € fundamental para que o problema de valor inicial constituido pela equagdo (306), com
b < 2+/mk, e pelas condigdes iniciais x(0) = xo e v,(0) = v, possa ser resolvido (e a conclusdo
dessa resolucdo consiste na determinagao das constantes By € By, em termos de xg € vy, - que
vocé fez no item d). Guarde isso.

h) Sejam f () e g(¢) duas fungdes linearmente independentes (ndo necessariamente as fungdes
f(t) = e Pmcosar e g(t) = e P/ senor em (314)). Mostre que se ambas satisfazem a
equagdo diferencial (306), entdo uma combinagdo linear qualquer de f(r) e g(t), x(t) = B1 f(t) +
Byg(t) (B e B, constantes, adimensionais ou ndo - a depender das dimensdes de f(¢) e g(¢)),
também € solucgdo de (306).

i) Muito bem, chegou o momento de tratarmos do caso de superamortecimento (b > 2@), sem
o uso de nimeros complexos. No item b, vocé mostrou que a soluc¢ao tentativa (308) resolve
a equacdo diferencial (306), desde que as constantes [J e ® sejam aquelas expressas em (309) -
com a condigdo, é claro, que tenhamos b < 2v/mk. Observe suas contas; em algum ponto de seu
desenvolvimento, vocé deve ter chegado a este par de equagdes para 3 e o:

m(2[5—2>:o e BZ—BB+<E—m2):o. (315)
m m m

Como estdvamos considerando ® > 0, esta primeira equagio é satisfeita com 3 = b/2m, e dai
a segunda nos da a expressao para ® em (309). Estd tudo muito bem, mas... a matematica
ndo impede de considerarmos, em (315), ® = 0. Vocé pode questionar: mas por que fariamos
® = 0, se com isso perderiamos o carater oscilatério de x(¢) na solugdo tentativa (308)? Pois
¢€: essa € a ideia! Vocé deve estar lembrado, por ter trabalhado no item f, de que a oscilacao
praticamente inexiste quando b estd muito préximo de seu valor méximo 2v/mk; entio néo hd
por que esperarmos uma oscilagio com b > 2v/mk, certo? Portanto, vamos nos permitir, agora,
fazer ® = 0 nas equagdes (315). o = 0 resolve a primeira daquelas equagdes, e a segunda fica

(com @ = 0):
BBt =0, (316)

m
cuja solucdo é (verifique)'*’

b b\ k b b\ k
b ) by ) e

Assim, no caso em que b > 2+v/mk (superamortecimento), a solugdo tentativa (308), com w =0e
B dado por uma das expressdes em (317), resolve a equagao diferencial (306). Temos, portanto,
duas solucdes - uma para cada valor de [3:

—( &+ iz—ﬁ)z _(L_ LYK,
xl(t):Aoe (2m (Zm) ") cosd e xz(t):AOe 2m (2"’) m

Ora, o produto Apcosd constitui uma tnica constante arbitraria, que podemos denotar por Ag.
Podemos entdo reescrever as duas solugdes acima como:

(.t bV _k (b J(DpN_k
x1(t) =Age <2m+ () m>t e x(t) =Age (2m () m)l. (318)

através de uma escolha conveniente dos valores de B} € B;. Portanto, D € realmente de uma constante arbitraria. D
ndo seria uma constante arbitraria, sendo B e B constantes arbitrérias, se sua relagdo com C, By e B; fosse, por
exemplo, D = B% + (B,C)?, porque neste caso nio poderfamos obter valores negativos para D, dado C, quaisquer
que fossem nossas escolhas para By e By, concorda?

149Perceba que, nestas expressoes para B, ndo cabe (no dominio dos niimeros reais) b < 2+/mk, porque af terfamos
(b/2m)? < k/m, e o radicando ficaria negativo.
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Como estas solugdes sao LI - ou seja, nenhuma delas pode ser expressa como um multiplo da
outra (concorda?) -, podemos expressar a solucdo geral da equacao diferencial (306) como uma
combinacao linear das mesmas - e ai surgem as duas constantes arbitrarias necessarias:

B

By
o (B G ) e ()
x(t) = Cix1(t) + Coxa(t) = CiAp e : (z5) +CAge \° () .

z

Tradicionalmente, a letra “f” € usada para denotar b/2m - mesmo nos casos de superamorteci-
mento e amortecimento critico. Assim, podemos reescrever a solu¢do acima como (lembrando

que @y = /k/m):

2 2
x(t) = ]31(3(21;”+ (3) '];Z)t_'_Bze(zlr’n (3) *é)t
Blef(BJr\/W)t_i_Bzef(Bf\/M),

Y

agora com 3 = b/2m. Maravilha, ndo acha?!

Vamos por em destaque a solucdo obtida no caso de superamortecimento:

Solugdo para a equagao diferencial (306),
no caso de superamortecimento (b > 2/ mk),
com constantes arbitrdrias e independentes B € Bj:

2(1) = By BrVFab) g~ (B-v/F-ai)r (319)

b k
sendo B = 2, & W=/
m m

(Frequentemente estamos interessados apenas no intervalo ¢ > 0.)

J) Talvez voceé olhe para a solucdo em (319) com certa desconfianga. Talvez se pergunte: serd
que se trata, realmente, de uma solucdo para a equacgao diferencial (306)? Bem, podemos testar!
Substitua (319) em (306), e mostre que esta tltima igualdade ¢ satisfeita. (Dica: devido ao que
vocé€ mostrou no item h, basta mostrar que as fungdes

e ([HM)I e e (B*M)l,

com B =b/2me wy = \/k/m, satisfazem a equacio diferencial (306). Se preferir, faga isso de
uma s6 vez, trabalhando com a expressao

o (Biﬂ)z )
k) Outro caminho possivel para resolvermos a equagao diferencial (306), no caso de superamor-
tecimento, € de cara propormos a solugdo tentativa
x(t) = Boe ', (320)

com By e 7y constantes. Qual seria a motivacao fisica para tal solugdo tentativa? Simples: a
ideia de que, se o coeficiente de arrasto linear » € muito grande, o corpo nao oscila; apenas
se move em direcdo a posicao de equilibrio. E o uso de uma fun¢do exponencial € uma boa
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escolha, considerando-se a frequéncia com que tais fun¢des aparecem na fisica (€ claro, estamos
aqui fazendo de conta que vocé ndo conhece a solu¢ao em (319); ou seja, estamos no “espirito
de redescoberta”). Mas temos um problema: o valor de Y deve ser determinado pelos valores
de b, m e k (€ intuitivo que os valores desses parametros devem determinar a forma como o
corpo se move em dire¢do a posi¢ao de equilibrio); entdo s6 temos uma constante arbitraria
para satisfazer as condigdes iniciais x(0) = xo e v,(0) = vy,: a constante By. Ou seja, a solugio
tentativa acima em principio pode resolver a equacao diferencial (306), mas ndo o problema de
valor inicial que € constituido, adicionalmente, por essas condicdes iniciais. Contudo, ndo vamos
tentar melhorar a solugdo tentativa em (320); em vez disso, vejamos se obtemos duas funcoes
linearmente independentes, para expressarmos a solucdo geral como uma combinacao linear
das mesmas. Substitua (320) em (306), e mostre que tal solugdo tentativa funciona, desde que

tenhamos
b b\ Kk b b\ k
=—+/(5=])-= —— /(=) -= 21
Y=ot (Zm) m 0 1T, (Zm) m’ (321)

e, € claro (trabalhando no dominio dos reais),

bk
— > —, ouseja, b>2Vmk. (322)
4m m
Mas apenas com b > 2+/mk (em vez de b > 2+/mk) temos duas solucdes - uma para cada valor
de y:
(V-5 (V& -5):
() e x(t)=Bpe \ () : (323)
Como estas solucoes sao LI - ou seja, nenhuma delas pode ser expressa como um multiplo da
outra (concorda?) -, podemos expressar a solucao geral da equacao diferencial (306) como uma
combinagdo linear das mesmas - e ai surgem as duas constantes arbitrarias necessarias (para o

problema de valor inicial):

x1(t) :Boe<

B B, 5
e (5 ET ) A (5 G
x(t) = Cix1 (1) + Coxa(t) =CiBy e \* () +CyBye \° (z5) ,

reproduzindo o resultado em (319). Vamos fazer uma observacao adicional, antes de passarmos
ao proximo item. Veremos na Parte V que, com o uso de nimeros complexos, a solu¢do em
(319) da conta também do caso de subamortecimento! Isso tem a ver com a formula de Euler
(que comentamos na nota de rodapé 11): ¢®® = cos® + isen®, em que 6 é um niimero real e i é a
unidade imagindria, que satisfaz a igualdade i = — 1. Essa férmula nos diz - surpreendentemente
- que com o uso de nimeros complexos podemos relacionar funcdes exponenciais (complexas) e
fungdes trigonométricas (reais).

1) E importante observar que temos, em (319), uma combinagdo linear de duas exponenciais
decrescentes; ambas tendem a zero quando t — oo, e, portanto, x(¢) tende a zero quando t — oo,
como esperado.'>? Para provar que as duas exponenciais em (319) sio realmente decrescentes,
mostre que, com ¢ > 0, ambos 0s expoentes sao negativos. Em seguida, responda: qual das duas
exponenciais tende a zero mais lentamente que a outra?

150Mas atencdo: uma combinacio linear de duas funcdes decrescentes nio necessariamente é uma fungio

decrescente. Um exemplo trivial: f(x) = —x e g(x) = —2x sdo fungdes decrescentes, mas i(x) = —3 f(x) —2g(x) =
3x +4x = 7x é uma fungo crescente. Outro exemplo, agora com exponenciais: f(x) = e~ e g(x) = e~ > sdo
fungdes decrescentes, mas h(x) = f(x) — g(x) = e~ — e~ é uma funcio crescente no intervalo (—oo,In2], como

vocé pode verificar. Contudo, porque f(x) = e * e g(x) = ¢~ ** tendem a zero quando x — oo, qualquer combinago
linear destas duas fungdes tende a zero quando x — co.
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m) Reescreva a solug@o (319) em termos de xg = x(0) e vy, = v, (0).

n) Voltemos ao Geogebra (ou ao aplicativo de sua escolha). Fizemos uso dele nos itens e e
f (releia-os, se necessario). Continuaremos do ponto em que deixamos o aplicativo no item
f. Consideraremos, aqui, o mesmo corpo de massa m = 0,2kg, a mesma mola de constante
elastica k = 0,871:2 N/m (o que nos dd @9 = \/k/m =21 s~ 1), e as mesmas condi¢des iniciais:
xp = 5cm e vy, = 0. Mas, agora, faremos b variar ndo de 0 a seu valor maximo - considerando-se
o regime de subamortecimento -, que é aproximadamente 2,51 kg/s, e sim de 0 a 5 kg/s. Insira,
no aplicativo, a expressdo para x(f) obtida no item m, com os valores para m, k, xo € vy, acima,
e deixando » como um parametro livre para variar de 0 a 5 kg/s. No Geogebra, ao darmos
inicio a animagao, com b variando de 0 a 5 kg/s, ocorre o seguinte: na faixa 0 < b < 2,51 kg/s,
apenas o grafico de x(¢) para o regime de subamortecimento é esbogado (um gréfico para
cada valor de b nessa faixa), enquanto na faixa 2,51 kg/s < b < 5 kg/s, apenas o gréfico de
x(t) para o regime de superamortecimento é esbogado (um gréfico para cada valor de b nessa
nova faixa). Isso ocorre porque, no regime de subamortecimento, a fungo x(¢) para o caso
de superamortecimento envolve raizes de nimeros negativos, e, assim, o Geogebra ndo esboca
grafico algum para tal funcdo; e no regime de superamortecimento, a fung¢ao x(¢) para o caso
de subamortecimento envolve raizes de nimeros negativos, e, assim, o0 Geogebra nio esboca
nenhum gréfico para tal funcdo. Ele poderia emitir alguma mensagem de erro, ao tentar calcular
essas raizes de nimeros negativos, mas, felizmente (para nds, aqui), isso nao ocorre. A animagao
produzida € muito bonita, e mostra uma transicao suave do regime de subamortecimento para
o de superamortecimento. Para que tal transi¢ao fique mais clara, sugerimos que vocé escolha
cores diferentes para os graficos de x(¢) nos dois regimes. (Obs.: dard um trabalhinho escrever a
expressao para x(¢) no caso de superamortecimento, mas vale a pena! Tenha o cuidado de checar
bem a expressdo inserida no aplicativo.)

0) E interessante observar que, no caso de superamortecimento, existe um modo de o corpo
cruzar a posi¢do de equilibrio (o que pode parecer surpreendente, a primeira vista, ja que no
regime de superamortecimento de fato ndo existe oscilacdo): basta que seja dada a ele uma
velocidade inicial suficientemente grande, em médulo, em direcio & posicdo de equilibrio. E
o que exploraremos neste item. Vamos continuar considerando um corpo de massa m = 0,2kg
e uma mola de constante elastica k = 0,8752 N/m (o que nos dd @y = \/k/m =2=n s~1). Vamos
escolher b = 3 kg/s (apenas um pouco acima do valor critico de aproximadamente 2,51 kg/s),
e as condigdes iniciais xo = 5cm (esta mantida) e vy, = —100cm/s (agora estamos lancando
o corpo em direcdo a posi¢do de equilibrio, x = 0). Trabalhando com esses valores, esboce o
grafico (com o Geogebra ou outro aplicativo similar) de x(¢), fazendo uso da expressdo obtida no
item m. Vocé obterd a curva preta mostrada na Fig.27. Nessa figura, a curva cinza continua é
o gréfico correspondente de x(¢), com os valores escolhidos acima para m, k, b e xp, mas com
vy, = 0 (neste caso, o corpo ndo cruza a posi¢ao de equilibrio); e a curva cinza pontilhada € o
grafico de x(t), com vy, = 0, mas sem amortecimento - ou seja, com b = 0. Uma bela figura, ndo
acha? Ficamos tentados a por aqui outras figuras, relativas aos casos de subamortecimento e
superamortecimento (explorando, inclusive, a transi¢éo suave entre os graficos de x(z), quando b
cruza o valor critico de aproximadamente 2,51 kg/s), mas achamos que vocé deve produzir essas
figuras por si mesmo, ou por si mesma. Apos isso, voce pode guarda-las (salva-las, imprimi-las,
...), para consultas futuras.
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Figura 27: Atividade 2-107, item o.

p) Tratemos agora do caso de amortecimento critico (b = 2v/mk). Em primeiro lugar, precisamos
entender que a cada medida do coeficiente de arrasto linear » ha um erro associado - ou seja,
ndo € possivel conhecermos o valor de b com exatiddo (e isso ndo se aplica apenas a esta
grandeza fisica, € claro). Assim, o caso de amortecimento critico, em que b € exatamente igual
a ZM, € uma idealizacdo, ja que, na pratica, ndo conseguiremos satisfazer, exatamente, tal
igualdade, entende? Podemos ter liberdade de alterar os valores de b, m e k, no experimento, mas
haverd sempre uma incerteza no valor de b, e também no valor de 2v/mk. Poderiamos, entao,
trabalhar com a solu¢d@o geral para o caso de superamortecimento, tomando para » um valor
apenas ligeiramente superior ao valor critico 2v/mk. Contudo, a solu¢io matemdtica exata para a
equacao diferencial (306), no caso de amortecimento critico, € de interesse tedrico; e também €
de interesse prdtico, no final das contas, porque, como veremos, a expressao para x(¢) no caso de
amortecimento critico € mais simples que a expressao para x(¢) no caso de superamortecimento.
A dificuldade é que, com b = 2+/mk, as solugdes linearmente independentes x;(¢) e x»(¢) em
(318) (ou em (323)) ficam iguais:

xi(1) = x2(t) = Age P12,

E precisamos de duas solucdes LI, para termos as duas constantes arbitrarias que permitirao a
solu¢do do problema de valor inicial constituido pela equacdo diferencial (306) e pelas condicoes
iniciais x(0) = xg € vx(0) = vy,. Vamos entdo manter (trocando A por A;)

xi(t) =Aye o/m

e procurar uma segunda fungdo x,(¢) que satisfaca a equac@o diferencial (306) e seja linearmente
independente de x;(f). Como? Este é o desafio! Mas temos uma pista de como resolvé-lo.
Nas animagdes que realizamos, vimos que a transicao do regime de subamortecimento para
o regime de superamortecimento € suave (dizendo, assim, informalmente); entdo faz sentido
buscarmos uma aproximagio para x(z), no caso de superamortecimento, considerando b apenas
um pouquinho acima do valor critico 2v/mk. Isso poderd nos dar uma pista para x2(t). Vejamos...
Primeiro, vamos reescrever a solucdo geral (319), no caso de superamortecimento, da seguinte

forma:
x(t) = e P (Bl e VB oyt +ByeV p?—wg t) .
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Com b apenas ligeiramente superior ao valor critico 2v/mk, temos B2 apenas ligeiramente superior

a 0)%. Se tivermos 0 < /B2 — (0% t < 1 (perceba que, mesmo que o valor de ¢ seja grande,

podemos sempre fazer B? suficientemente préximo de 0)(2) para obtermos /2 — 0)% r <1,
poderemos usar a aproximacao (veja (222))

e"~1+x (para|x| <1)

para obter

eV Bt e VPO a4 /Bl

e P {Bl (1 — \/ng t) + B> (HM t)]
— e_Bt[erfBz_Bl)m t}

~ ~\~

Bl BZ
= Bie /P4 Byt e, (324)

e, portanto,

Q

x(1)

sendo B e B, duas constantes arbitrarias.!>! Muito bem, temos em (324) uma solucao aproxi-
mada para a equacdo diferencial (306), no caso de superamortecimento, € a aproximacao € boa,
em um dado intervalo O < ¢ < 7, apenas se o valor de b (> 2v/mk) € suficientemente préximo do

valor critico 2v/mk para que tenhamos, nesse intervalo, 0 < /B2 — 03% t < 1 (ou seja, para que

tenhamos 0 < /B2 — (D% T < 1). Mas o que importa, aqui, € que essa solugdo aproximada nos
dd a sugestdo que estamos buscando para a fungio x;(¢), linearmente independente de x; (¢):

x2(1) = Ayt e b1/2m,

percebe?! (Lembre-se da ideia de transi¢do suave do regime de subamortecimento para o regime
de superamortecimento, quando b cruza o valor critico 2v/mk.) Com isso, temos a seguinte
solucdo tentativa para a equacao diferencial (306), no caso de amortecimento critico:

Dy Dy
A _ A _ _ _
x(t) = Clxl(t) -|—C2)C2(l‘) =CilAje bt/zm-l—CgAz te bt/am _ Die bt/2m_|_D2 te bt/Zm’
sendo D e D; duas constantes arbitrarias. Por uma preferéncia estética, vamos usar “B1” e “B;”
no lugar de “D1” e “D;”, respectivamente (ndo correndo o risco de confusdo com o “B;” e 0 “By”

anteriores, ja que se trata de constantes arbitrarias). Temos, entdo, a seguinte solucdo tentativa
para a equacdo diferencial (306), no caso de amortecimento critico:

x(t) =B1e /2" £ Byt b1/

sendo B e B, duas constantes arbitrarias. Mostre que esta solucdo tentativa funciona; e deixe
claro qual € a condi¢ao para que ela funcione. (Dica: como as fung¢des e b1/2m o 1 o= b1/2m g5

51perceba que podemos obter quaisquer valores desejados para B e B,, pela escolha adequada dos valores de
Bi e B, (lembrando que, no desenvolvimento acima, estamos considerando B2 superior a 0)%, mesmo que apenas
ligeiramente). Vocé pode facilmente mostrar que os valores a serem escolhidos para B e B; sdo:

B B B B
B =3 — Z__eBy =73+ .
1=2 24/B? -} 272 24/B2—w3
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LI (concorda?), basta mostrar que cada uma delas resolve a equacao diferencial (306), sob uma
determinada condicdo. Na verdade, basta mostrar que 7 e /2" resolve a equagdo diferencial
(306), sob uma determinada condig@o, porque ja vimos que x;(f) = Ajebt/2m ¢ solucdo da
equacao diferencial (306), com b = ZM.)

Vamos por em destaque a solug@o obtida no caso de amortecimento critico:

Solugdo para a equagao diferencial (306),
no caso de amortecimento critico (b = 2/ mk),
com constantes arbitrdrias e independentes B; € Bj:

x(t) = (B +Byt)e /2", (325)

(Frequentemente estamos interessados apenas no intervalo ¢ > 0.)

q) Reescreva a solugdo (325) em termos de xg = x(0) e vy, = v,(0).

r) Na animacdo realizada com o Geogebra (ou outro aplicativo) em que ha a transicdo do regime
de subamortecimento para o regime de superamortecimento, acrescente o grafico de x(z) para
caso de amortecimento critico, com m = 0,2kg, b = 0,8wkg/s, xo = S5cm e vy, = 0. Verifique
que tal grafico ocupa o espaco esperado, na animagao.

s) Um ultimo item, antes de encerrarmos esta atividade. Se a transi¢ao do regime de subamorte-
cimento para o regime de superamortecimento é realmente suave (e a animacao realizada - da
ultima vez no item r - indica que €), entdo a solu¢@o para o problema de valor inicial constituido
pela equacdo diferencial (306) e pelas condigdes iniciais x(0) = xg € v,(0) = vy,, no caso de
amortecimento critico - que, obviamente, € uma solu¢do exata se b = 2v/mk -, deve ser uma
6tima aproximagdo ndo s6 para o caso de superamortecimento, se b (> 2v/mk) é suficientemente
préximo do valor critico 2+/mk, mas também para o caso de subamortecimento, se b (< 2\/m_k)
é suficientemente préximo do valor critico 2v/mk. Verifique isso, a partir da expressio para x(¢)
obtida no item d.

Atividade 2-108: A frequéncia angular de um sistema massa-mola sem amortecimento é

k
Wy = )
m
em que k € a constante eldstica da mola e m € a massa do corpo. Observe que, fixando o valor de
k, a frequéncia angular g da oscilagdo diminui com o aumento de m. Isso € intuitivo, porque a
massa do corpo € uma medida de sua inércia - ou seja, de sua resisténcia a alteragdes em seu
estado de movimento: quanto maior a inércia, menor o nimero de ciclos por unidade de tempo.

Pois bem, no caso de um sistema massa-mola subamortecido, a frequéncia angular da oscilagdo é

k b?
m  4m?’
sendo k a constante eldstica da mola, m a massa do corpo e b o coeficiente de arrasto linear.

Nesse sistema, a relacdo entre a frequéncia angular ® e a massa m do corpo, com k e b fixos,
é menos Gbvia.!>? A primeira vista, poderiamos dizer: como m estd nos denominadores das

152 A relagdo entre o e k, com b e m fixos, é simples e intuitiva: quanto maior o valor de k - ou seja, quanto mais
rigida a mola -, maior o valor de m, como esperado. A relagdo entre ® e b, com k e m fixos, também € simples e
intuitiva: quanto maior o valor de b - ou seja, quanto maior o arrasto, para uma dada velocidade -, menor o valor de
, como esperado. E claro, neste caso b ndo deve ultrapassar o valor critico 2v/mk.
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duas fracdes, ® diminui com o aumento de m. Mas ndo € tdo simples assim, porque temos, no
radicando da igualdade acima, uma diferenca de fracdes. Deixemos a matematica de lado, por
um momento, e facamos uma andlise fisica. Por um lado, um aumento no valor de m significa
um aumento da inércia do corpo, e, portanto, um aumento de sua resisténcia a alteracoes em
seu estado de movimento; entdo, considerando apenas esse aspecto, ® deveria diminuir com o
aumento de m, e aumentar com a diminuicdo de m: menos massa, menos inércia, mais ciclos
por unidade de tempo. Mas, por outro lado, o efeito do arrasto sobre corpos de pequena massa
é bem maior que sobre corpos mais pesados de forma e dimensdes semelhantes,'> e assim,
considerando apenas esse aspecto, ® deveria diminuir com a diminuicdo de m: menos massa,
efeito mais pronunciado da resisténcia do ar, menos ciclos por unidade de tempo. Temos, entdo,
dois “efeitos competitivos” da diminui¢do da massa m do corpo, percebe? Podemos imaginar
que, comecando com um valor elevado de m, o efeito da inércia predomina, e entdo ® aumenta
quando m diminui. Continuando a diminuir o valor de m, o efeito da resisténcia do ar (do arrasto)
passa a ser cada vez mais pronunciado, e entdo, a partir de um certo ponto, tal efeito predomina,
e o valor de ® comeca a diminuir (com a diminui¢do do valor de m). Portanto, deve haver um
“valor 6timo” de m, que denotaremos por mgimo, que faz com que M seja maximo, para os valores
correntes de k e b.

a) Para testar essa ideia, usando um aplicativo esboce o grafico de ® como fung¢ao de m, com
k = 0,872 N/m (valor usado no item e da Atividade 2-107) e b = 0,87 kg/s (valor também usado
no item e da Atividade 2-107, que corresponde ao valor critico 2v/mk para uma massa de 0,2kg).
Voceé obterd uma figura semelhante a Fig.28. De fato, ha um valor méximo para ®. Verifique,
usando recursos do aplicativo, que esse valor maximo de ® ocorre para m = 0,4kg. (Tendo
realizado esta tarefa, perceba que ndo podemos garantir que este valor é exato, porque nio se
trata de um célculo analitico; mas, no minimo, ¢ uma 6tima aproximacao. Tenha isso em mente,
ao discutir valores obtidos com recursos numéricos de um aplicativo como o Geogebra.)

b) Vamos mostrar que ndo se trata de uma coincidéncia: independentemente dos valores de k e b,
hd sempre um valor 6timo de m, mggimo, que leva a um valor maximo de ®. Por enquanto, derive
o em relagdo a m (considerando k e b fixos),'>* e mostre que ha um tnico valor de m que torna
nula essa derivada. Tal valor € o mggimo - faltando apenas confirmar que o ponto do grafico de
abscissa mggimo €, de fato, um ponto de maximo (o que vocé fard no item d). Em seguida, apenas
como um teste, verifique se mgimo = 0,4kg, exatamente, com k = 0,8752 N/m e b = 0,8m kg/s.
(Revise, se necessdrio, a secao “Problemas envolvendo minimos ou médximos locais” do primeiro
texto deste projeto (Silva & Peixoto 2020).)

Figura 28: Atividade 2-108, item a.

133Iss0 fica evidente, por exemplo, quando arremessamos com a mesma velocidade inicial uma pedra e uma
bolinha de isopor de dimensdes semelhantes: a diferenca entre seus alcances é enorme!

1545e quiser, use a notagdo para derivadas parciais - que vimos no inicio da Parte I (Peixoto ef al. 2023); mas isso
ndo ¢ necessario.
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¢) Perceba, na Fig.28, que ndo existe ® para m menor que um certo valor. Usando recursos do
aplicativo, mostre que tal valor é 0,2kg. E claro, trata-se do valor de m que anula o radicando
na expressio para 0. Mostre que esse valor é m = b> /4k (que da 0,2kg, exatamente, com
k =0,8t>N/m e b = 0,8m kg/s). Se vocé realizou a Atividade 2-107, reconhece que esta relagio
entre m, b e k - que pode ser reescrita como b = 2+/mk - corresponde ao caso de amortecimento
critico do sistema massa-mola. Podemos dizer que, dados m e k, a igualdade b = 2+/mk nos dd o
valor de b que produz o estado de amortecimento critico. Também podemos dizer que, dados k
e b, a igualdade m = b? /4k nos d4 o valor de m que produz o estado de amortecimento critico.
Denotemos tal “valor critico” de m por mgitico- T€mMos, entao,

Mecritico = i—i (326)
Mostre que
Métimo = 2 Meritico » (327)
e que
Oméximo = O(Mstimo) = Ig (328)

d) Mostre que a derivada segunda de m em relacdo a m € negativa para m = Mmggimo - confirmando
que o ponto do gréfico de abscissa mggimo €, de fato, um ponto de maximo. (Nao se assuste com
as contas, que sdo um pouquinho trabalhosas; trata-se de um bom treino. Mas nao faca mais
contas que o necessdrio, pois a ideia ndo € obter a derivada segunda como um todo, mas apenas
seu sinal, para m = Mcitico-)

e)A primeira vista, o resultado expresso em (327), que leva ao resultado em (328), é de interesse
prdtico, se desejamos maximizar a frequéncia de uma oscilacdo amortecida, com a constante
elastica k da mola e a constante de arrasto linear b fixas. Contudo, devemos lembrar que m
afeta nio s6 a frequéncia, mas também a rapidez com que a exponencial e~ /2m tende a zero,
e, portanto, afeta a amplitude (varidvel) da oscilagdo: perceba que quanto menor o valor de
m, maior o valor da constante b/2m e, portanto, mais rapidamente e b/2m o g amplitude da
oscilagcdo tendem a zero. E mggimo € apenas o dobro de miico (pense em termos fisicos, ndo em
termos matematicos); ou seja, o valor de m que maximiza ® estd muito préximo do valor de m
que leva ao estado de amortecimento critico, no qual ndo hd oscilacdo. Entdo, na prdtica, ndo faz
muito sentido fazermos m = Mgimo = 2 Merico para maximizarmos a frequéncia da oscilacdo
(supondo que isso seja de interesse) se, com isso, quase ndo hd oscilacdo, entende? Veja como
algumas coisas sdo intricadas, mesmo na fisica basica! Fisica exige paci€ncia! Reflita um pouco
sobre tudo isso; continuaremos a analise no proximo item.

f) Voltemos a afirmativa em itélico na parte final do Gltimo item: na prdtica, ndo faz muito sentido
fazermos m = Mgimo = 2Merico para maximizarmos a frequéncia da oscilagdo se, com isso,
quase ndo hd oscilacdo. Talvez vocé tenha sentido necessidade de mostrar, matematicamente,
que, realmente, com m = Mgimo = 2 Meritico quase nao hé oscilacao. E € o que vocé fara, neste
item. E com isso aprendera algo importante, para além do problema especifico de um sistema
massa mola amortecido. Entdo vamos 14. Primeiro, fazendo uso da expressdo para x(¢) obtida no
item d da Atividade 2-107 (trata-se da expressdo para x(f) no caso de subamortecimento, mas
em termos dos valores iniciais xq € vy, ), obtenha, considerando vy, = 0 (veremos que isso nao
sera restritivo):
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com
k b?
_ 2 p2_
O=1/0OF;—PB* =14/ ———
0 p m  4m?
Em seguida, fazendo
b2

M = Mgtimo = 2 Meritico =

5{7
obtenha (faca uso do resultado em (328))

x(t) =xge /P (cos%—ksen%) :

Agora, faremos algo muito interessante, que talvez seja novidade para vocé: definiremos as
grandezas adimensionais

X . = L
X0 b/k’

X

obtendo com isso (verifique)

%(f) = ¢ (cos7+sen’).

Esta igualdade nos d4 a posi¢do da particula em unidades de x, em fung¢do do tempo em unidades
de b/k - lembrando que se trata de um movimento subamortecido com o valor de m que maximiza
®. A Fig.29 mostra o grifico de X(7), para 7 > 0. Vocé percebe a importincia deste grafico? Ele
mostra justamente o que queriamos confirmar (por enquanto, considerando vy, = 0): que com
M = Mgtimo = 2 Meritico qUase nao ha oscilacao. Nao importa qual € o valor de xg, nem qual é o
valor da razdo b/k; ap6s um ciclo (pensando apenas na fase - portanto, para 7 = 27), a amplitude
cai praticamente a zero, em comparagdo com xg (¥(2%) = e~ *" ~ 0,0019).'% Muito bem, falta
nos convencermos do seguinte: a conclusao de que com m = Mgimo = 2 Merico quase ndo hd
oscilagdo permanece valida mesmo que vy, seja diferente de zero. Isso € simples. Consideremos,
por exemplo, xo > 0 e vy, > 0. Por maior que seja o valor de vy, em algum instante teremos um
valor maximo de x (maior que xo, é claro), e, nesse instante, o corpo estard momentaneamente
em repouso, € portanto a andlise que acabamos de fazer permanece vélida, entende? Podemos
reiniciar a contagem do tempo, com um novo valor de xg. Convencga-se disso. E convencga-se de
que este raciocinio também se aplica considerando-se vy, < 0.

Em suma: m = mggme = 2 Meritico = b /2k maximiza a frequéncia (angular) de oscilacdo ® (fa-
zendo ® = ®pgximo = k/b), mas com esse valor de m quase ndo hd oscilag@o - independentemente
dos valores de xg, vy,, k e b (estes dois n@o nulos). Assim, em um movimento subamortecido
que ndo esteja muito proximo do estado de amortecimento critico, ® diminui com o aumento de
m (como mostra a Fig.28). E, com o aumento de m, a amplitude ndo vai a zero tao rapidamente.

Figura 29: Atividade 2-108, item f.

155Egse tipo de anélise, em que observamos valores relativos, em vez de valores absolutos, € muito comum na
fisica.
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Uma observacao final. Infelizmente, um arrasto linear pode nao modelar bem o arrasto real
sofrido pelo corpo de um sistema massa-mola; talvez seja necessdrio um arrasto quadratico, ou
mesmo uma expressao mais complicada... Pesquise a respeito. Isso € particularmente importante
se estivermos planejando realizar um experimento para testar as previsoes obtidas nesta atividade
e na Atividade 2-107.

Atividade 2-109: Seja h(x) a func@o obtida a partir de uma determinada combinagcdo ou
composi¢cdo de duas fungdes f(x) e g(x). Serd que podemos obter uma aproximacao para h(x) a
partir de aproximagdes para f(x) e g(x)? Esta é uma questdo delicada, porque trabalhar com
aproximagodes requer cuidados que nao sdo necessarios quando trabalhamos com igualdades.
Faremos uma primeira andlise disso nesta atividade (continuaremos a explorar aproximacoes na
Parte II-C desta série), através de um exemplo: tentaremos obter aproximagdes locais, em torno
de x = 0, para tgx = (senx)/(cosx) a partir de aproximacdes locais para senx e cCosx.

a) Lembre-se que vocé mostrou, na Atividade 2-68, que (veja (222))
tgx ~x, paralx| < 1. (329)

Agora, aplicando a aproximagio (232) a fungdo f(x) = tgx, obtenha a seguinte aproximagio de

ordem 3 para tgx:
3

tex ~ x+ % para |x| < 1. (330)

Trata-se da aproximacao correta - no sentido de que esta € a melhor aproximacao de terceira
ordem para a fungdo tgx, a partir de x = 0. Nosso desafio € chegar a esta aproximacao a partir de
aproximacoOes para senx € cosJx.

b) Vimos que senx ~ x e cosx ~ | —x?/2, para |x| < 1 (veja (222) e (223), respectiva-
mente). Fazendo uso destas aproximagdes e da aproximagao binomial (veja (221)), obtenha uma
aproximacdo local de terceira ordem para tgx, definida como (senx)/(cosx), e compare com a
melhor aproximacao de terceira ordem possivel em (330). (Dica: use a aproximacao binomial
para obter 1/cosx ~ 1 +x2/2, para |x| < 1.)

¢) Agora, obtenha uma aproximacao local de terceira ordem para tg x mantendo a aproximagao do
item b para cosx, mas substituindo a aproximago para senx por senx ~ x —x° /6, para |x| < 1
(veja (224)), e compare com a aproximagao em (330).

d) A aproximagdo obtida no item ¢ € a melhor aproximagdo de terceira ordem possivel para
tgx, em torno de x = 0. Sabemos disso devido a comparagdo com a aproximagdo em (330).
Mas haveria uma forma de obtermos uma aproximacao de terceira ordem para tgx, em torno de
x = 0, a partir de aproximagdes para senx e cosx, € termos confianca de que se trata da melhor
aproximacio possivel sem comparacio com a aproximacdo em (330)? Sim, hd. E o que veremos
neste item. Podemos escrever (veja (224)):

3
senx & x — % +0(x), paralx| < 1.
Vamos procurar entender muito bem esta relagio. Ela nos diz que senx =~ x — x> /6 é a melhor
aproximacao de terceira ordem possivel para senx, e que a aproximacgao s pode ser melhorada,
em principio, com termos de ordem > 5. (Vocé€ pode perguntar: por que ndo com termos de
ordem > 4? Porque senx € uma funcao impar; veja a digressado realizada na Atividade 2-71).
Entenda a expressdo “&'(x°)” como um polinémio desconhecido contendo apenas termos de
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expoentes ndo inferiores a 5.1 Similarmente, também podemos escrever (veja (223)):

2

cosx ~ 1 —%+ﬁ(x4).

Agora, identificando que tgx é uma funcao impar, podemos escrever:
tox A 3 5
gx = cix+c3x” +0(x7).

Nosso desafio é obter os coeficientes ¢ e ¢3. Vamos la! Temos:

3
x-S+ 0%
tgx = XY cxt e +0(x) ~ 62—().
COSX — L 4O

Multiplicando ambos os membros por 1 — %2 + O(x*), obtemos (realizar esta multiplicacio é
uma pequena sacada):

2
X X
c1x+C3x3—|—ﬁ(x5)] {1—5—1—@@4)] N~ x——+0(x). (331)
Entenda que a aproximag¢do acima para tgx s pode ser melhorada com um polinémio de ordem
ndo inferior a 5, e, portanto, isso ndo afeta os valores de c; e ¢3. Antes de continuarmos, vamos
introduzir um pouco do que podemos chamar de “dlgebra da notagdo 0. Convenga-se de que
temos, por exemplo,

xﬁ(x4) = ﬁ(xs), x3ﬁ(x4) = ﬁ(x7), ﬁ(xS)ﬁ(x4) = ﬁ(xg),

e assim por diante. Basta lembrar que “&'(x")” (n € N) denota um polindmio desconhecido
contendo apenas termos de expoentes nao inferiores a n. Pois bem, trabalhando no membro
esquerdo de (331), obtenha os coeficientes c; e c3, €, com isso, a melhor aproximacao de terceira
ordem para a funcéo tgx, em torno de x = 0.7

e) Mostre que o método apresentado no item d revela que as aproximagdes para senx € cosx
usadas no item b (senx ~ x e cosx ~ 1 —x?/2, para |x| < 1) ndlo sdo suficientes para a obtengo
da melhor aproximacao de terceira ordem possivel para tgx, em torno de x = 0. E veja como
isso reforca que se trata de um método confidvel. (Dica: no desenvolvimento, perceba que, em
uma expressio em que um dos termos é &'(x*), hd um coeficiente de x* desconhecido.)

Atividade 2-110: Uma das aplica¢des mais conhecidas do cdlculo integral € o cdlculo de 4reas
de figuras planas. Muitas vezes, ha até um exagero, e varios estudantes aprendem a enxergar

156H4 definigdes matematicas mais técnicas para a expressdo “0'(x")”, sendo n um niimero natural (pesquise a
respeito, se for de seu interesse); mas, para o uso que estamos fazendo dela aqui, a definicio apresentada € suficiente:
“O(x")” denota um polindmio desconhecido contendo apenas termos de expoentes ndo inferiores a n. Comn =5,
perceba que nio necessariamente o polindmio desconhecido &(x°) contém um termo como, por exemplo, 3x°; basta
que ndo haja termo de expoente inferior a 5. E, se vocé estiver em duvida, “£” € um “o0” caligrafico maitsculo.

157Voltaremos a trabalhar com a “notacdo ¢ na Parte II-C. Mas, 14, veremos igualdades, em vez de aproximacoes.
Por exemplo, escreveremos: senx = x — % + O(x°), isto significando que a fungdo senx pode ser expressa como
uma série infinita (revise o que dissemos sobre séries infinitas na se¢iio 1) cujos primeiros termos sio x e —x° /6.
Neste caso, “0 (xs)” denota os demais termos da série, e nos diz que esses outros termos t€m expoentes nao
inferiores a 5; mas ndo os denota de modo especifico! Assim, 0 mesmo “&” pode ser usado para duas séries distintas
como senx = x — % +0 (x5) etgx=x+ ““3—3 +0 (xs), que ndo tém os mesmos coeficientes nos termos de expoentes
maiores que 3, entende?
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uma integral definida como uma determinada drea (em alguns casos, multiplicada por —1). Isso
€ ruim, porque nem sempre hd uma drea evidente, no problema, nem se deseja calcular uma drea.
Nos fisicos, em grande maioria, olhamos para uma integral definida como um tipo de soma: uma
soma de infinitos termos infinitesimais - dizendo, assim, um tanto informalmente (sabemos que,
por trds, hd um limite - que, alids, discutiremos na Parte II-B). De todo modo, o uso de integrais
definidas para calcular areas €, sem davida, uma grande aplicacdo. E veja, grifamos a palavra
“aplicacdo” justamente para reforcar que preferimos nao fazer uma identificacdo direta entre
integrais definidas e dreas: ou usamos o cdlculo integral para calcular uma drea de interesse, ou
interpretamos uma determinada integral como sendo numericamente igual a uma certa area (o
que, em alguns casos, € um recurso muito util; veja, por exemplo, a Atividade 2-42). Com o
que vimos até aqui, em principio podemos usar o calculo integral - com funcdes reais de uma
variavel real - para calcular a drea de qualquer figura plana delimitada pelos gréficos de fungdes
conhecidas e, em alguns casos, também por linhas verticais. Por que “em principio”? Porque
nem sempre as integrais podem ser calculadas analiticamente; mas, nesses casos, podemos contar
com métodos numéricos - alguns dos quais exploraremos na Parte III. [lustraremos um pouco do
que dissemos nos itens a seguir.

a) Em um aplicativo como o Geogebra, esboce os graficos das fungdes f(x) = cosx (com x > 0)
eg(x)= ¢*/2 (com x > 0), e trace a linha vertical de equagdo x = /2. Nosso interesse, aqui, é
calcular a drea da regido delimitada por esta linha e pelos graficos de f(x) e g(x). Antes de usar
o célculo integral, faca o seguinte: observando que a figura cuja drea queremos calcular pode ser
encarada como um “triangulo deformado”, estime essa area. Certamente € possivel concluir que
a drea correta estd abaixo de um determinado valor. Que valor € esse? Em seguida, use o célculo
integral para calcular essa drea, exatamente, e compare o valor exato com o valor obtido em sua
estimativa (que nao pretendia ser 14 grande coisa, mas que ao menos garantia um valor abaixo do
qual a drea correta estaria).

b) Calcule a area da regido delimitada pela linha vertical de equagdo x = 0 (ou seja, pelo eixo
y) e pelos graficos de f(x) =In(x+ 1) e g(x) = 1. Antes, esboce-os em um aplicativo como o
Geogebra. (Dica: faca uso do resultado em (139) para obter, por inspecao, as antiderivadas de
f(x))

¢) Como vocé calculou a drea da regido do item b? Inicialmente escrevendo (sendo b um nimero
a ser encontrado, ou ja encontrado)

A= /b g~ fldx 0w A= [gdx— [ flode?
0

Da no mesmo, € claro, embora nds aqui consideremos a primeira expressao mais elegante - nao
sO por ser mais concisa, mas também porque nela a drea A € expressa como uma “soma’” (integral)
de elementos de drea [g(x) — f(x)]dx (procure visualizar os retingulos de drea infinitesimal
[g(x) — f(x)] dx na figura gerada pelo aplicativo), em vez de como uma diferenga entre duas dreas
finitas. Bem, talvez vocé tenha seguido outro caminho... Vamos explorar uma alternativa, aqui.
Primeiro, observando a figura gerada pelo aplicativo, convenga-se de que podemos expressar a
area A da regido do item b como:

A= /1 x0)dy = [ £ (3)dy.
0

0

Em seguida, obtenha f~!(y) e calcule A através da expressdo acima. Ao final, responda para si
mesmo, ou para si mesma: foi mais facil ou mais dificil? (Se possivel, discuta com seus colegas.)
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d) Considere o seguinte problema: calcular a drea abaixo da curva de equagdo y = e‘xz, na
regido —1 < x <1 (veja a Fig.30). Infelizmente, ndo existe solugdo analitica para este problema,
porque a fungéo f(x) = e™* ndo possui antiderivada que possa ser expressa em termos de
funcdes elementares (dissemos isso ao final da subse¢@o 2.2.1); tudo o que podemos fazer € obter
aproximacdes - € excelentes aproximagoes - para esta drea, através de métodos numéricos (alguns
dos quais veremos na Parte III desta série). Sua tarefa, neste item, e explorar algum aplicativo
gratuito que calcule esta drea numericamente. Perceba que, no minimo, voc€ precisara escrever a

integral que corresponde a essa drea (a menos que esteja usando alguma /A generativa).

Figura 30: Atividade 2-110, item d.

e) No item anterior, vimos um exemplo de que o problema no célculo da drea de uma regidao
delimitada por graficos de func¢des pode estar na impossibilidade de se obter as antiderivadas (ou
primitivas) dessas funcdes. Contudo, € interessante observar que ha casos em que as funcdes
em questdo possuem antiderivadas conhecidas, e, mesmo assim, ndo é possivel calcularmos
analiticamente a 4drea de uma certa regido delimitada por seus gréficos, pela impossibilidade de
determinarmos, analiticamente, um ponto de interseccao entre eles. Vamos explorar um exemplo
neste item. Queremos calcular a drea da regido pertencente ao primeiro quadrante do plano xy e
delimitada pela reta x = 0 e pelos graficos das fungdes f(x) =e¢*—1 e g(x) =x+ 1. Visualize
essa regido esbogando os graficos destas funcgoes, fazendo uso de um aplicativo como o Geogebra.
Dai, escreva a integral a ser calculada, e perceba que ha um limite de integracdo que nao pode
ser determinado analiticamente. Tal limite de integracdo precisa ser determinado numericamente.
Realize esta tarefa fazendo uso de algum aplicativo gratuito, e entdo conclua o cdlculo da integral
que fornece a area de interesse. (Dica: O limite de integracdo desconhecido tem a ver com um
ponto de intersecgdo entre os graficos de f(x) e g(x), no primeiro quadrante. Para encontrar esse
ponto de interseccdo, uma opcao € solicitar ao aplicativo que resolva, numericamente, a equagao
f(x) = g(x). Ou entdo, use recursos do proprio aplicativo que escolheu para esbogar os graficos.)
f) Fazendo uso de algum aplicativo gratuito, calcule a drea da regido delimitada pelaretax =0e
pelos grificos das fungdes f(x) = e e g(x) = x. Perceba que aqui a dificuldade é dupla: ndo
existe antiderivada de f(x) em termos de fungdes elementares, e hd um ponto de intersec¢io
entre os graficos de f(x) e g(x) que ndo pode ser determinado analiticamente, em termos de
fungdes elementares. '

Atividade 2-111: Nesta atividade, calcularemos o volume de um cone de revolugdols9 de

158H4 uma solugdo numérica criativa que exploraremos na Parte IIT desta série: calcularemos a integral numerica-
mente em um intervalo [0,5] (com b inicialmente desconhecido) limitado pela condicéo de que f(x) —g(x) >0
(e com isso nos despreocupamos com o valor de b, porque estaremos dentro do intervalo de interesse enquanto
a desigualdade f(x) — g(x) > O for satisfeita). Dessa forma, lidaremos de uma s6 vez com as duas dificuldades
expostas no item f. Aguarde...

159Um cone de revolugio é formado ao girarmos um tridngulo retingulo em torno de um de seus catetos. A altura
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diferentes formas, e faremos uma comparacio entre elas.!%"

a) Podemos calcular o volume de um cone de revolu¢do imaginando-o composto por infinitos
discos de altura infinitesimal di. A Fig.31a ilustra um desses discos, cujo raio tem algum valor x
entre 0 e R, e cuja posi¢io no eixo y tem algum valor y entre 0 ¢ H.'°! Seu volume infinitesimal,
portanto, pode ser expresso como dV = mx>dh. Obtenha uma equagio relacionando x e y, e use-a
para expressar dV em termos de x e dx (em vez de em termos de x e dh). Dai, calcule o volume

do cone a partir da igualdade
x=R
Veone = / dv.
x=0

(Dica: voce precisara prestar atencdo ao fato de que dh, por ser um comprimento, € necessari-
amente ndo negativo. Se vocé escrever dh = dy, estard cometendo um erro, porque quando o
valor de x aumenta - na integral acima estamos fazendo x variar de 0 a R -, o valor de y diminui,
e, portanto, temos dy < 0.)

b) Agora, use a equacdo obtida no item a, relacionando x e y, para expressar dV em termos de y
e dy. Dai, calcule o volume do cone a partir da igualdade

y=H
Veone = / dv.
y=0

(Dica: na integral acima estamos fazendo y variar de 0 a H, e, portanto, temos dy > 0. Dai,
podemos escrever dh = dy.)

¢) Alternativamente, podemos calcular o volume de um cone de revolu¢do imaginando-o com-
posto por infinitas cascas cilindricas coaxiais de espessura infinitesimal dr. A Fig.31b ilustra
uma dessas cascas cilindricas, cujo raio interno (ou externo, se preferir) tem algum valor x entre
0 e R, e cuja altura tem algum valor y entre 0 e H. Seu volume infinitesimal, portanto, pode
ser expresso como dV = 2nxydr.'6> Obtenha uma equagio relacionando x e y, e use-a para
expressar dV em termos de x e dx (em vez de em termos de x, y e dr). Dai, calcule o volume do

cone a partir da igualdade
x=R
x=0

d) Agora, expresse dV = 2mxydr em termos de y e dy, e dai calcule o volume do cone a partir

da igualdade
y=H
Vione = / av.
y=0

(Dica: vocé precisara prestar atencao ao fato de que dr, por ser um comprimento, € necessaria-
mente nao negativo. Se vocé escrever dr = dx, estard cometendo um erro, porque quando o valor

H do cone é o comprimento desse cateto, e o raio R do cone € o comprimento do outro cateto.

160Se vocé vem estudando pelos textos do projeto Matemdtica para Fisica, deve lembrar de ja ter usado célculo
integral para mostrar que o volume de um cone reto de altura H e base circular de raio R é TR*H /3: foi no Exercicio
55 do primeiro texto (Silva & Peixoto 2020).

161pode ser a posicido do centro do topo do disco, do centro da base do disco, ou de um ponto entre esses centros.
Nao faz diferenga, porque a altura do disco € infinitesimal. Contudo, conceitualmente, pode ser mais interessante
considerar y, neste item a, a posi¢do do centro do topo, e, no préximo item, a posi¢do do centro da base do disco.
Esta é a nossa sugestao.

162Vocé pode se imaginar “cortando” essa casca em uma direciio paralela ao eixo dela, e “abrindo-a” para obter um
paralelepipedo de lados 2mx, y e dr. E claro, isso s6 funciona porque a espessura da casca cilindrica é infinitesimal.
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de y aumenta - na integral acima estamos fazendo y variar de 0 a H -, o valor de x diminui, e,
portanto, temos dx < 0.)

e) Vocé calculou o volume de um cone de revolucdo de quatro formas - duas com o uso de
discos de altura infinitesimal (itens a e b) e duas com o uso de cascas cilindricas de espessura
infinitesimal (itens ¢ e d). Qual delas foi a mais simples, em sua opiniao?

Figura 31: Atividade 2-111.

Atividade 2-112: Seja Z a regido do plano xy delimitada a esquerda pela reta de equagdo x = 1,
a direita pela reta de equacdo x = 2, acima pelo grafico da fungio f(x) = x> + 1, e abaixo pela
reta de equac@o y = 1 (ou, equivalentemente, pelo gréfico da funcéo g(x) = 1).

a) Faca um esboco dessa regido - a mao livre ou usando um aplicativo como o Geogebra.

b) Calcule o volume do sdlido de revolucdo obtido pela revolucio da regidao # em torno do
eixo y. (Dica: realizando a Atividade 2-111, vocé viu que h4, basicamente, quatro formas de
fazer esse célculo; escolha a que lhe parecer mais adequada. Faga uma boa escolha, ou as contas
ficardo desnecessariamente mais complicadas.)

¢) Agora, calcule o volume do sélido de revolugado obtido pela revolugdo da regido # em torno
do eixo x. Temos aqui uma novidade: uma revolu¢dao em torno do eixo x, em vez de em torno do
eixo y. Seu desafio € lidar com essa nova situacao, e escolher o caminho mais adequado.

Convém pormos em destaque a seguinte conclusdo, a qual vocé pode ter chegado realizando
a Atividade 2-111 e a Atividade 2-112:

Em geral, o calculo do volume de um sdlido de revolug¢do determinado pela revolugado
em torno do eixo y de uma regido delimitada pelos graficos de duas fungdes f(x)
e g(x) é mais simples com o uso de cascas cilindricas de espessura infinitesimal, e
com a escolha da varidvel x como varidvel de integracao.

E, em geral, o cdlculo do volume de um sdlido de revolugcdo determinado pela
revolucao em torno do eixo x de uma regido delimitada pelos graficos de duas
fungdes f(x) e g(x) € mais simples com o uso de discos (com ou sem buraco central,
conforme o caso) de espessura infinitesimal, e com a escolha da varidvel x como
varidvel de integracdo.

Nos dois casos, a exce¢do é quando as fungdes f(x) e g(x) sdo menos facilmente
integraveis que suas inversas, f~!(x) e g7 ! (x).
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Atividade 2-113: a) Seja f(x) uma func¢do continua no intervalo [a,b]. Convenga-se de que o
comprimento S da curva de equagdo y = f(x), na regido a < x < b (ou seja, o comprimento S do
gréfico de f(x), naregido a < x < b), pode ser expresso como

b 2
S:/,/H(%) dx (332)

(Dica: perceba que entre x e x + dx temos o seguinte comprimento de curva - pela aplicagdo do
teorema de Pitdgoras: ds = 1/(dx)2 + (dy)2.)!63

b) A expressdao em (332), pela presenca da raiz quadrada, sugere que calcular comprimentos
de curvas €, em geral, uma tarefa complicada, ndo acha? Isso é verdade. Na vasta maioria dos
casos, \/ 1+ [f’ (x)]2 ndo possui antiderivada em termos de fun¢des elementares, e, assim, o
comprimento do grafico de uma fungo f(x), em uma regido a < x < b, s6 pode ser calculado
numericamente. Exploraremos isso na Parte Il desta série. Veremos aqui um problema especifico
que tem solucao analitica fechada: o cdlculo do comprimento da trajetoria de um projétil lancado
no vdcuo (ou sendo desprezivel a resisténcia do ar) a partir do solo, com velocidade inicial de
modulo vy, fazendo um angulo agudo 6 com uma dire¢ao horizontal. Estamos contando com
conhecimentos bésicos de cinematica, de sua parte, ta certo? Muito bem, podemos escolher o
eixo x como o eixo horizontal que forma o angulo agudo © com o vetor velocidade inicial, o eixo
y como o eixo vertical apontando para cima, e a posi¢ao inicial do projétil, no instante t = 0,
coincidindo com a origem do plano xy. Com isso, temos as seguintes fun¢des, que localizam o
projétil no instante z:

1
x(t) = (vocosB®)t e  y(t) = (vosenB)r — Egtz.
Segue entdo a seguinte equacao da trajetoria (verifique):

8
y=(tg6)x— sz, (333)

de onde podemos encontrar o alcance R (verifique):

v2
R = %sen20.
8

Obtenha a seguinte expressdo para o comprimento S da trajetoria:

(v3/g)sen26 2
S= / \/1+ {tge—%x] dx. (334)
/ v cos=6

¢) A integral em (334) é desafiadora, e exige técnicas de integracdo que estudaremos na Parte
II-B desta série. Vocé faré essa conta 14, em uma atividade, mas vamos adiantar aqui o resultado,
jé& convenientemente simplificado:

2
1 1 0
S:? [sen@%—icosze ln<1i—s%>} , para0 <0< g (335)

163Se vocé vem estudando pelos textos do projeto Matemdtica para Fisica, deve lembrar de ja ter calculado
um comprimento de curva: foi no Exercicio 57 do primeiro texto (Silva & Peixoto 2020). Exploramos um caso
intencionalmente simples: com a curva y = x>/2, que deixou a integral facil de ser calculada, por inspegdo.
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Fazendo uso do Geogebra ou de outro aplicativo de sua escolha, esboce o grifico de

1-+senb

I 2
f(6) —sen9+§cos 0 ln(l—sene

), paraO§6<g,

e, usando recursos do aplicativo, obtenha o valor de 8 que maximiza S. Fornega a resposta em
graus, com aproximacao de 2 casas decimais.

d) Observe o grafico de f(0) - que pode ser pensado como o gréfico de S, em unidades de v(z) /g
(pois £(8) = S/(v3/g)). Era esperado termos f(8) = 0 para ® = 0, concorda? Agora, o que seria
esperado para 8 = 1t/2? Bem, ndo podemos fazer 8 = 1t/2, exatamente, porque teriamos uma
divisdo por zero no argumento do logaritmo em (335).!%* Mas o gréfico gerado pelo aplicativo
indica que f(0) tende a 1 quando 6 tende a 7t/2.'% Justifique que isso poderia ter sido previsto.
(Dica: Seja hmax, a altura maxima alcancada pelo projétil em um langcamento vertical. E facil
mostrar que fimax, = v% /2g. Reescreva a igualdade (335) em termos de imax, )

e) Usando recursos do aplicativo, obtenha o valor maximo de f(6), e com ele o valor maximo
de S em termos de Sy - que € o comprimento da trajetéria no caso de um lancamento vertical.
Fornega a resposta com aproximacao de 2 casas decimais.

f) Agora, realize uma nova tarefa usando o aplicativo: fazendo g = 9,81 m/s> e vo = 10m/s
na equacao da trajetdria - equagdo (333) - e restringindo o valor de x a faixa 0 <x < R =
(v(z) /g)sen26, produza uma animagdo deixando 6 como um pardmetro livre para variar na faixa
0 < 8 < m/2. Verifique se o valor encontrado para 6, no item ¢, que produz o comprimento
maximo na trajetoria parece razodvel. (Voc€ verd que nao se trata de algo evidente, apenas
olhando para a anima¢do; mas uma coisa € certa: fica claro que o valor 6timo de 0 esta na faixa
/4 <0 < m/2, endo na faixa0 < 6 < m/4.)

2.8 O que vimos, até aqui, em nosso estudo informal de equacoes diferen-
ciais

Nesta subsecao, comentaremos brevemente o que vimos a respeito de equagdes diferenciais
nesta Parte II-A. Ao final, teremos uma visao coesa do que foi explorado de forma intencional-
mente dispersa, até aqui.

Como dissemos na Introdugdo, nao ha nesta Parte 11-A da série uma se¢do ou subsecao
intitulada “equacées diferenciais”, ou algo parecido; optamos por explorar equacdes diferenciais
ao longo do texto, em 17 atividades: nas Atividades 2-8, 12, 39, 48, 49, 50, 51, 52, 54, 55, 60, 61,
65, 66, 80,97 e 107. A propdsito, eis aqui um 6timo exemplo de por que as atividades devem sem
encaradas como parte integrante do texto, neste projeto: se voc€ nao realizou nenhuma dessas
17 atividades, simplesmente ndo viu nada sobre equacdes diferenciais - tema de fundamental
importancia para a fisica.

Vamos rever algumas defini¢Oes basicas:

* Grosso modo, uma equagdo diferencial € uma equacao cujo objeto desconhecido € uma
funcdo, e que envolve ao menos uma derivada dessa fun¢do - ndo necessariamente uma
derivada de primeira ordem.

1640 desenvolvimento que leva 2 igualdade (334) pressupde 0 # 1/2, ou teriamos, por exemplo, uma divisio por
zero na equagdo da trajetéria (verifique).

165Mostrar, analiticamente, que f(8) tende a 1 quando 8 tende a 7t/2 é um problema desafiador, que exploraremos
na Parte II-B.
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* As equagdes diferenciais que exploramos nesta Parte II-A da série sdo, todas, equagoes
diferenciais ordindrias, ou EDOs, porque envolvem apenas derivadas ordindrias - ou seja,
derivadas de func¢des reais de uma tnica varidvel real. Quando a equacgao diferencial
envolve uma fun¢do de duas ou mais varidveis e a0 menos uma de suas derivadas parciais
(definidas no inicio da Parte I desta série), ela é chamada de equacdo diferencial parcial,
ou EDP. Nos proximos itens, estaremos sempre nos referindo a EDOs.

* A ordem de uma equagdo diferencial € a ordem da derivada mais elevada presente.

* A solucdo geral de uma equacao diferencial de ordem n envolve n constantes arbitrdrias.
Consideremos, por exemplo, 0 movimento de uma particula em uma dimensao, ao longo
do eixo x. A segunda lei de Newton nos fornece uma equagao diferencial de segunda ordem
para x(¢) - a posi¢do da particula como fungio do tempo -, mas nao determina a posi¢ao
inicial x(0), nem a velocidade inicial v,(0) (sendo v,(¢) a derivada de x(z)). Assim, € de se
esperar que a solucdo geral dessa equagao diferencial envolva duas constantes arbitrarias,
que serdo determinadas pelos valores de x(0) e v,(0) (ou pelos valores de x(p) € v (to),
com o instante inicial fy ndo necessariamente igual a zero). As igualdades x(0) =xp e
vx(0) = vy,, com X € vy, supostamente conhecidos, sdo chamadas de condi¢ées iniciais, e
X0 € vy, sdo chamados de valores inciais.

* De formal geral, chamamos de condi¢des iniciais, associadas a uma equacgao diferencial
de ordem n em que f(¢) é a fungdo desconhecida, as n condi¢des

flo)=yo. ft0) =30, - SO V0) =y,
sendo Yo, Yp» - - - y(()n_]) os chamados valores iniciais de f(t), f'(t), ..., f("_l)(t), res-
pectivamente, para um certo t = fo. A expressao “iniciais” € usada porque comumente a
varidvel independente € o tempo (e € por isso que estamos denotando tal varidvel por “¢”, é
claro; neste caso, 7o € o chamado instante inicial, e muitas vezes fazemos fy = 0, porque
costuma ser a escolha mais conveniente). Apesar de estarmos considerando, neste item,
uma equacdo diferencial de ordem n, em geral as equacdes diferenciais na fisica sdo de

primeira ou de segunda ordem - e, portanto, temos apenas um ou dois valores iniciais.

e Um problema de valor inicial (ou um problema de valores iniciais, se preferir) é um
problema composto por uma equagao diferencial e por condi¢des iniciais. Assim, resolver
um problema de valor inicial € encontrar a funcdo que satisfaz a equagao diferencial e
as condicoes iniciais dadas. Lembre-se que se a equagao diferencial é de ordem n, sua
solucao geral envolve n constantes arbitrarias - que sdo determinadas pelas n condi¢Oes
iniciais no problema de valor inicial correspondente.

* Além das condi¢coes iniciais, ha também as chamadas condicées de contorno. Estas
costumam estar associadas a valores assumidos pela funcdo desconhecida em pontos do
espaco, em vez de em instantes na linha do tempo.

* Vimos apenas dois “métodos” de resolu¢do de uma equacao diferencial: o da inspegdo e o
da separagdo de varidveis. O primeiro - que talvez nem devesse ser chamado de método
(daf as aspas) - consiste em arriscarmos um palpite - mas um palpite consciente, um chute
educado, por assim dizer (e nds, fisicos, fazemos muito isso) - e testd-lo. Dizendo de outro
modo: trata-se de propor e testar uma solucdo tentativa. A ideia basica do segundo método
€ reescrever a equacao diferencial, de primeira ordem, de forma que em cada membro da
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igualdade haja apenas uma varidvel - a independente (por exemplo, x) ou a dependente
(por exemplo, y). Isso permite integrarmos cada membro separadamente. Se estivermos
resolvendo ndo apenas uma equagao diferencial, mas um problema de valor inicial (como
geralmente € o caso, na fisica), uma integral definida € particularmente adequada, porque
a condicao inicial j aparece em um dos limites de integracao.

Agora, vejamos em que subsecdes as 17 atividades citadas acima estao distribuidas:

2.2.2 - Cdlculo com fungédes trigonométricas: Atividades 2-8 e 2-12.

2.2.5 - Cdlculo com funcées exponenciais e com funcées logaritmicas: Atividades 2-39,

2-48, 2-49, 2-50, 2-51, 2-52, 2-54 e 2-55.

2.2.6 - Cdlculo com funcoes hiperbolicas e com funcoes hiperbdlicas inversas: Atividades
2-60, 2-61, 2-65'% ¢ 2-66.

2.3 - Aproximacgdo linear local com novas fungoes elementares, e aproximagoes de ordem
superior: Atividade 2-80.

2.4 - Diferencia¢do implicita e taxas relacionadas: Atividade 2-97.

2.7 - Atividades adicionais com fungoes elementares...: Atividade 2-107.

Por fim, vamos organizar essas atividades por tema, acrescentando a lista algumas atividades
correlatas (marcadas com um asterisco), em que nenhuma equagao diferencial € resolvida, mas
que integram um mesmo tema:

* Oscilagoes: Atividades 2-6*, 2-7%*, 2-8, 2-9*, 2-21*,2-101* - item e, 2-107 e 2-108*.

Nas atividades acima, exploramos o tema “oscilagdes” desde a definicdo de um movimento
harmonico simples a um estudo completo de oscilagdes amortecidas (mas sem o uso
de nimeros complexos). Voltaremos ao estudo de oscilagdes na Parte V desta série.
Revisaremos oscilagdes amortecidas (desta vez com o uso de nimeros complexos) e
estudaremos oscilacoes forcadas, o importante fenomeno de ressondncia, entre outros
topicos relacionados.

» Equacdo de Schrodinger - poco de potencial infinito: Atividade 2-12.

* Movimento de corpos sujeitos a forcas de resisténcia do ar (arrastos): Atividades 2-39,
2-48, 2-51, 2-65, 2-66 e 2-80.

Nas trés primeiras, trabalhamos com arrastos lineares, e nas Atividades 2-65 e 2-66
exploramos arrastos quadraticos. Tudo isso em uma dimensao. Na Atividade 2-80,
voltamos a analisar 0 movimento de corpos sujeitos a arrastos lineares, mas dessa vez
considerando um langamento obliquo; obtivemos a equagao da trajetdria da particula e
uma aproximacao para seu alcance horizontal.'®’

166 A Atividade 2-65, apesar de estar na subsecdo 2.2.6 (para estar junto da Atividade 2-66 - ambas sobre arrastos
quadréticos), pode ser realizada logo apds o estudo da subsecdo 2.2.5 - ou, mais especificamente, logo apds a
realizacdo da Atividade 2-51.

1670 surpreendente célculo exato do alcance horizontal de uma particula lancada obliquamente e sujeita a um
arrasto linear sera realizado ao final da Parte II-C desta série, com o uso de uma fun¢@o ndo elementar denominada
Sfungdo W de Lambert.
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e Decaimento radioativo: Atividade 2-49 e Atividade 2-53* - item h.

Lei do resfriamento de Newton: Atividade 2-52.

Dilatagdo térmica: Atividade 2-97 - item c.

Equacdo diferencial geral, sem énfase em aplicacoes: Atividades 2-50, 2-54, 2-55, 2-60 e
2-61.

3 Conclusao

Se vocé chegou até aqui, estudando com afinco tudo o que trouxemos nesta Parte II-A da
série, e, especialmente, realizando - com ou sem ajuda, ndo importa - todas as 113 atividades,
queremos lhe dar nossos parabéns! Estamos certos de que ndo foi uma jornada facil. Vocé
se deparou com tépicos cheios de detalhes e sutilezas, além de vérias atividades extensas e
complexas. Ao mesmo tempo, esperamos que, em grande medida, essa jornada tenha sido
agraddvel para vocé. Para nds, preparar esse material foi um grande prazer, mas também um
grande desafio!

Seu estudo de calculo com fung¢des reais de uma varidvel real prosseguird - se vocé continuar
fazendo uso do material relativo ao projeto Matemadtica para Fisica - na Parte II-B da série, e
também na Parte II-C, onde nos dedicaremos especialmente ao estudo de séries infinitas.'%®
Essas duas partes, juntas, terdo menos paginas que esta Parte II-A. Assim, a conclusdo de seu
estudo de calculo com fung¢des reais de uma varidvel real estd - como diria 0 matuto - mais perto
do que longe.

Pedimos que nos ajude a divulgar este material didatico. Ele estd disponivel a todos, e foi
financiado pelo povo brasileiro.

Agradecimentos

Em primeiro lugar, somos gratos ao nosso Criador. Sem Ele, nada fariamos. Agradecemos
também aos pareceristas, por terem aceitado avaliar um texto tdo longo. Seria impossivel
agradecer nominalmente a todas as pessoas que, direta ou indiretamente, t€m contribuido para a
realizacdo deste projeto. Estamos certos de que ninguém faz nada sozinho.

168Veja na secio “Conclusio e Perspectivas”, da Parte I, nosso planejamento para as demais partes desta série.
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Apéndice A: Respostas para as atividades

2-5) a) —aAsen(ax+D) b) 2(cos® x — sen’x) ¢) 2cos(2x) d) xcosx

€) 2xCosx — x’senx f) 3x% cos(x?)

2-6) a) Sim, pois x(0) = A cos . Por exemplo, se o observador escolhe zerar o crondmetro no momento em
que x = A, temos x(0) = A e, portanto, podemos ter § = 0, £27, 47, +6m, ... (pois cos(0) = cos(£2x) =
cos(£4m) = cos(£6m) = --- = 1). A escolha mais simples é, claro, d = 0.

b) A(ot+90) =21 = 0(At) =21 — o =21 — T =21/

¢) v, (t) = —@Asen(or + 9) d) a,(t) = —0’A cos(wt +8)

2-8) f) x(¢) = (3,60cm) cos((25,1s7 1)t —2,56)

2-9) ¢) x(t) = xpcos t + (vy,/®) sen ot d) Nio

2-10) ¢) F(x) = (A/a)sen(ax+b)+C, G(x) = (—A/a) cos(ax+b) +C

d) F(x) = ( /2) (sen2x)/4+C G(x) = (x/2) — (sen2x)/4+C

e) F(1) = 1+ £ sen (201 4 28) +C, G(1) = &1 — & sen (2001 4 28) +C

2-11)b) I2,,, /2 €) (2/m)Imax (vejaque |1(1)| < Lms)

2-20) a) F(x) = larctg(ax) + C (x€R) e G(x) = larcsen(ax)+C (-1 <x<l)

b) F(x) =Aarctg(x/A)+C (x€R) e G(x)=Aarcsen(x/A)+C (—A <x<A)

¢) F(x) = (1/A)arctg(x/A)+C (x€R) e G(x)=arcsen(x/A)+C (—A <x<A)

2-21) d) t = /7 [arcsen(x/A) — arcsen(xo /A)]

2-23)a) by < by < b;

2-33) a) Inx (perceba entdo que xInx —x+ C, com x > 0, sdo as antiderivadas de Inx)

b) A/x c) —A/x d) 2A/x e) —2A/x f) A/(2x)

2-34) b) In2

2-35)a)5In2  b)3In3 ¢ —3In3  d)4In(5HE) ) 4In(5HE) f) 4 In(225C)
2-36)a) F = PA ¢) dw = "RLqy

2-37) a) f(x) = In|x| estd implicitamente definida para todo x # 0.

2-38) a) Respectivamente In4 (ou 2In2) e —In4 (ou —21n2).

2-39) b) Quer tenhamos v, > 0 ou v, < 0, v, diminui em modulo, ao longo do intervalo de tempo dt, e,
portanto, a particula estd mais lenta (embora seja uma diferenca infinitesimal) apds esse intervalo de
tempo.  ©) (1) = vy, e Ut/m Como e~?/m > ), vx(f) tem sempre o mesmo sinal que vy,, como esperado.
€) v (1) = vy, e Plr0)/m

2-40) f(x) =Inx (x >0) = F(x) =xlnx—x+C

2-41) a) —%(1 —In2) ~ —0, 153, 21n2 —1~0,386 ¢ %ln2 — % ~ 0,233,  respectivamente.

2-44) a) f'(x) = aAe™ b) ¢'(x) = 4¢¥/* 0 f(x) = —ade ™ e F(x)=—2e /"
d) F(x) =%e®+C, Gx)= chex/%rc, Fx)y=-2e®+C e G)=-ode™*+C
e)2(1 —e %) e (y/e—1)/2, respectivamente. h) Aumenta.

2-45) e) f'(x) = 2* In2, F(x) = 2*/(In2) + C
2-46) a) x(t) = x92'/%, com xo = I m e T = 1 5. Também podemos escrever, diretamente: x(¢) = (1m)2//1$
b) vi(t) = (21n2) 2% ou vy (t) = [(In2) m/s]2"/1%; a,(t) = (%(In2)?) 2% ou ay(r) = [(In2)>m/s?)2!/1s

2-47)a) [x*] = (1+1nx)x*, x>0 b) Sim, esta. ¢) Nao passaria.
2-48) a) v, (1) = vy, e ?/™. Observe como a constante A é mais adequadamente escrita como vy, pois
ve(t) = Ae MM — v (0) = A. b) x(1) = xo+ mvxo (1—ebt/m)

¢) Quando t — oo, x — X0 + mvy, /b, mas sem jamais termos X = Xo -+ mvy, /b (a0 menos teoricamente;
experimentalmente, ndo faz sentido dizer que a posi¢ao x + mvy, /b nao foi alcangada quando a diferenca
entre ela e o valor de x € menor, em médulo, que a precisdo da medida de posicdo, concorda?).

2-49) b, ¢) N (1) = Nye ™ d)s!

2-50) a, b) y(x) = (yo+d/c) e ) —d/c

2-51) b) vy (1) = (vy0 + %) e bt/m _ mg ©) vy(t) = —"8 (] _ e—bt/m) d) vier = 7%
e) 4,695 €9,39s 2) y(t) =yo+ 2 (vy, + &) (1 — e P1/m) — 8y

b
h) vy (1) = (vy, + ) e—bli—t0)/m _ S (1) = yo+ 2 (v + 18 (1— e*b(tfto)/m) — 8 (1 — 1)
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J) Basta trocar “g” por “—g”. Obtemos:

1) = (%) ) 2 (o, ) (1 ) 3 )

2-52) a) T(t) = Tyi, + (Tp — Tyiz)e ™ g) T(t) = Tyi, — (Tyi, — To)e ™™ (a mesma expressio para
T(t) do item a, apenas reescrita de forma mais interessante)

2-53)a) y(r) =5-21/* b) y(r) =5-3"/* yt)=5(% )f/4 5.271/4

O () =5-(3)" =537/ e) y(1) = yob'" f) y(1) = yoe")/*

g) n(t) = 20000-2"/74, & = (112) .20000-27/7¢, &2| = (122).20000 ~ 1980d "

In(1/2 l In(1/4 1
2-54) €)1y, = —IE&B = “E g ~ 0,631 eTy )y = 1251% 1;‘8 ~1,26

2-55)a) y(x) =Aje™ +Are ™, em que A| e A, sdo constantes arbitrarias.
b) y(x) = 3 (yo + %) ety (yo - %") e

2-58) a) f'(x) = aAsech®ax b) f'(x) = aA [cosh” ax+ senh?ax| = aA [1 4 2senh’ax]

O /(1) = 5 tghx

2-60) a) y(x) = yo coshax+ senhax b) y(x) = yocosax + 22 senax

2-61) y(x) = ypcoshax+ ;"senhax

2-63) d) As duas integrais t€ém o mesmo resultado: ln<%\/@> e) Respectivamente %ln3 e %ln%

2-65) d) f, = cv? (vx < 0). A equagdo diferencial fica: % = % (vx <0).

Solugdo: vy (t) = W (v <0et>0). e) v (1) = ﬁ (t >0), fr = —cvy|vyl

=(50)r 1 (o )e

£)vy(t) = ——22 (> 10) h) x(¢) _xo+m1n(1+ g z) (vy > 0et > 0),
l+<T0>(t—lg)

x(t)—xo—fln(l ont) (vyy <0et>0) i)x(t):xo—i-‘:m"fl (l—i— i > >0

2-66) h) y(r) = yo— “In (cosh<\/> gt))
v () = —\/@tgh<\/mjgg t—1to) ) ey(t) =yo— %ln(cosh(\/ngg(t—to)>)

Do) = /" eh(| /i 8t —10)) e3(0) = yo+ 2In(cosh(, /5 8 —10) ) )

2-67) a) M tende a Nug/V quando Bex; — oo (com a temperatura fixa). Com a remogéo do campo externo,
a magnetizacdo vai a zero. b) Em um sélido ferromagnético, a magnetiza¢do nfo vai a zero com a remogao
do campo externo. ¢) com By fixo: com um aumento de 7', M diminui, e com uma diminuic¢io de 7', M
aumenta; quando 7' — 0, M — Nug/V; quando T — o, M — 0.

2-70) b) coshx ~ 1+ Jx, para |x| < 1.

2-71) b) Os graficos mostram que a aproximacao em (224) ¢ uma boa aproximacao para valores de x
entre —1 e 1, aproximadamente. Perceba que hd uma ganho muito interessante com o acréscimo, na
aproximacdo de primeira ordem senx ~ x, do termo cubico em x.

2-72) b) Os graficos mostram que a aproximagdo em (226) € muito boa para valores de x entre —0,5 € 0,5,
aproximadamente. Mas, dependendo da precisdo desejada, podemos ir além desse intervalo. Por exemplo,
podemos dizer que temos uma aproximagio aceitdvel no intervalo [—1,1].

2-74)a) (1te)"~1+ne+ "(n; De2 4 "("71())("72) g*, com 0 < € < 1, € suficientemente préximo de zero
(a depender do valor de n, esta aproximagao sé € boa para e < 1),en ¢ {0,1,2,3}. Paran € {0,1,2,3},
o sinal “==” deve ser substituido por um sinal de igualdade (e tal igualdade é valida para todo € € R).

d) O erro cometido com o uso da aproximacdo em (229) para /1 € é muito pequeno se 0 < € < 0,5,
aproximadamente.

2-78) b) Obtemos: g(x —xp) = g(0) 4+ g'(0)(x —xo) + g”z(!()) (x—x0)2+-+-+ ¢ ( )(x x0)", para x sufici-
entemente proximo de xo.

2-79) a) O paramagneto de spin 1/2 prevé, sim, a lei de Curie: M ~ %‘% para ‘% < 1. Podemos

reescrever: M ~ C B;X‘, com C = ]XV , para & B,ge” < 1. b) Aproximadamente 0,17
2-80)d) y = yo+ (%2 + %) (x—x0)+ % ln<1 - %) e) Sim, obtemos.

f) Com b =0: R~20,4m € ymax =~ 5,10m; com b = 0,01kg/s: R~ 17,9m € yn.x ~ 4,78m; com
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b=0,1kg/s: R~8,02m e ypax ~ 3,11 m; com b = 1kg/s: R~ 1,0m € ypax ~ 0,76 m.

h) Se b # 0 e vy, # 0, hd na trajetdria da particula uma assintota vertical de equacdo x = xo + m‘;‘“ . Observe
que se b — 0 (lembrando que b nunca € negativo), entdo x — o (se vy, > 0) ou x — —oo (se vy, < 0),
como esperado - ja que na auséncia de arrasto a trajetéria € uma parabola.

. 2V Vy,

)R= 72 2

k) Com b = 0,01kg/s: R~ 17,6 m (bem perto do que foi obtido no item f: R ~ 17,9m); com b = 0,1 kg/s:
R~ —7,36m - o que ndo faz o menor sentido, é claro; com b = 1kg/s R ~ —257m - o que também nao

faz o menor sentido. E que apenas no primeiro caso a condi¢do 0 < oy 0 < 1 € satisfeita.

D) Ymax = Yo+ mv‘o —"E0n <1 + bv’(’) m) Sim, correspondem.

2-81) a) y(x) = (2x+ 1)1/ 3. O maior dominio possivel em R, aqui, é o préprio R. Podemos obter funcdes
distintas restringindo o dominio de y(x) a diferentes subconjuntos de R.

b) y'(x) = W,parax;é 1.

2-82) a) y(x) = (x> + 1)1/ 3. O maior dominio possivel em R, aqui, é o préprio R. Podemos obter fungdes
distintas restringindo o dominio de y(x) a diferentes subconjuntos de R.
b)y’(x)—W,paratodoxeR dx=+3

2-83) a) y(x) = vx* + 1 ou y(x) = —v/x3 + 1. Nos dois casos, 0 maior dominio possivel em R € o conjunto
D, dos reais x tais que x > —1. Podemos obter fungdes distintas restringindo o domfnio de y(x), em cada

caso, a diferentes subconjuntos de D. b) Respectivamente: y'(x) = 5 \/T ey (x)= 2\/3)%,
para x > —1 (nos dois casos).

3 2 3 2
2-84)b) C = \Qf’\zf c)y= —x+v2 d)No ponto A:y=—3% —1—1 no ponto B: y = —3x+3

2-85) a) y = —(cotgd)x+ Rcossecd
2-87) b) 3 fungdes, que denotaremos por y; (x), y2(x) e y3(x), com dominios Dy, D, e D3, respectivamente.
C) Dl = (07 ;iz], D2 = [07 212]’ D3 = [0’00)

x—1 X3
29N b)Y () = S (5 -
2

por simplificd-la, podemos obter: y'(x) =

), x € R. Em principio, esta resposta € suficiente, mas, optando

— 445 +46x* —48x3 +2x—1 ,xER.

4(+1)" Ve
2-92)a) y'(x) = (1162 —8x+3)(x — 1)>(x* + 1)3, x € R. b) Para x < 1.
294)a) f/(x) =2" In2, x € R b) g'(x) = (1 +Inx)xs, x> 0 O i (x) = —(2In5)x5~

2-95) Variacdes relativas percentuais: de 1g para 2g: 100%; de 2¢g para 3g: 50%; de 3g para 4g:
~ 33,3%. Sugestdo de compra: a alianga de 3 g, se a satisfagdo importar mais que a economia, ou a
alianca de 2 g, se a economia importar mais que a satisfacao.

2-96) b) 16x/(x* — 1)

2-97) e) Aproximagdo de segunda ordem para (AL)/L: (AL)/L = (¢**T —1) ~ aAT + (AT)?/2, se
|aAT| < 1.

2-98) a) P(t) = (3 x 100)e(2s /1001 ;> 0; P(1s) = 3,06 milhdes, P(10s) = 3,66 milhdes, P(100s) =
22,2 milhdes e P(500s) = 66,1 bilhdes. b) P(t) = (3 x 10%)(1,02)", t = 0,1,2,...; P(1) = 3,06
milhdes, P(10) = 3,66 milhdes, P(100) = 21,7 milhdes e P(500) = 59,9 bilhdes.

2-99) e) a, = 6vv, /(14+36y?)3/2 = 6v? /(1436y*) e ay = —36yw, /(1 +36y*)3/? = —36yv? /(1 +36y*)2,

no SI. Para o instante em que a particula passa pelo vértice da parabola da Fig.24: a, = (6m~ )% e
ay, =0. f)R=(1/6)m h) [v,| = ve|vy|~0,se |yl > (1/6)m. Uma primeira aproximacao
ndo nula para |vy| € |vy| = m.

2-100) a) 6 = % sec ) 6= (%) sec?0 tg

2-104) a) f'(x ) =3¢+ 1+ 25, xR b) f/(x) =5secx (L +1Inxtgx), 0 <x# “, sendo n um natural
fmpar.  ¢) f'(x) =24e*cos(2e¥), x e R d) f'(x) = —Ae  (bcos(cx+d) +csen(cx+d)), x €R

o) f'(x) = ﬁﬁ%ggﬁﬁ nn<x<vgfiﬂ§n—0Jﬁ3rn
2-105) a)  —2In2 b) —7 —21In2 03(1—%)
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d) %,paran:1,3,5,...;0,paran:2,4,6,... e)m/3
2-106) a) a ~ 0,16 b)GZﬁ%O716 C)y:%x—i—l
2-107) d) x(¢) = o bt/2m {xocosu)H—% (va +g—f2> senoot], com ® = \/(,)5_32 — \/% _ % ‘

m) Solugdo (319) em termos de xg = x(0) e vy, = v(0):

B [ (B /a3 )0 + O] (/e [ (B /B3 )0 + va] ()

x(t) =— e + e s
2/B-og 2/p-w}

sendo B =b/2me wy = \/k/m.

p) A solugio tentativa funciona desde que b = 2v/mk - ou seja, desde que o sistema esteja na condicio de

amortecimento critico.

q) x(t) = [xo + <Vx0 - %) t} e~bt/m

2-108) b) meimo = b*/2k

2-109) b) Obtemos: tgx =~ x +x° /2, para |x| < 1. Néo é a melhor aproximacio de terceira ordem possivel

para tgxx, porque nela o coeficiente de x> é 1/2, em vez de 1/3 (compare com (330)).

¢) Obtemos: tgx =~ x+ x> /3, para |x| < 1, que é a melhor aproximacio de terceira ordem possivel para

tgx (compare com (330)).

2-110) a) 24— 3 1,387 b) e—2~0,718 d) 1,49365, aproximadamente. e) 0,8031,

aproximadamente. f) 0,3577, aproximadamente.

2-111) e) Em nossa opinido, o uso de discos € conceitualmente mais simples que o uso de cascas cilindricas

coaxiais. Contudo, em termos de facilidade de célculo, a forma mais simples foi a do item c.

2-112) b) 15m/2 ~ 23,6 ¢) 163n/15 ~ 34,1 (Um volume maior que o do item b, como seria de se

esperar. Por qué?)

2-113) ¢) Bsimo ~ 56,47° e) Smax ~ 1,208, (Observe que estes dois resultados independem dos

valores de vg e g (embora Sy dependa, € claro).)

Peixoto & Oliveira (2025) / Pesquisa e Ensino em Ciéncias Exatas e da Natureza, 9: 165



Um curso basico de matematica para estudantes de graduacao em fisica - Parte II-A

Apéndice B

Sumario

1 Introducio 2
2 Calculo com fungées reais de uma variavel real: continuando de onde paramos 5
2.1 Aproximagdo linearlocal . . . . . . . . .. .. ... ... 5
2.2 Introduzindo novas fun¢des elementares em nosso estudo de cdlculo . . . . . . . . ... 5
2.2.1 Classificacao geral das funcdes reais de uma varidvelreal . . . . . ... ... .. 5
Fungdes polinomiais (e casos particulares importantes) . . . . . . . .. ... .. 5
Fungbesracionais . . . . . . . . . . . . ... 7
Fungdes algébricas . . . . . . . . . . . ... 8
Fungdes elementares . . . . . . . . . .. ... L 10
Fungdes ndoelementares . . . . . . . . . . . ... ... .. 10
2.2.2  Calculo com fungdes trigonométricas . . . . . . . . . .. ... 11
2.2.3  Como calcular a derivada de uma func¢ao inversa; a regra da cadeia revisitada . . 31
2.2.4  Calculo com fungdes trigonométricas inversas . . . . . . . . . . . .. ... ... 35
2.2.5 Célculo com fun¢des exponenciais e com funcdes logaritmicas . . . . . . . . .. 41
Fungdes exponenciais . . . . . . . . . . .. ... e 41
Funcgdes logaritmicas . . . . . . . . . . . .. L 43
Logaritmos: uma breve revisao . . . . . . . . . . . ... e 43
Fungdes logaritmicas (continuacao) . . . . . . . . . . . v v v v v et 47
Nota sobre “crescimento exponencial” . . . . . . . .. ... 48
Derivadas e antiderivadas de fungdes logaritmicas e de fungdes exponenciais 49
2.2.6  Calculo com funcdes hiperbdlicas e com fungdes hiperbdlicas inversas . . . . . . 77

2.3 Aproximagao linear local com novas fun¢des elementares, e aproximacdes de ordem
SUPETIOT . . v v v vt v e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e 88
2.4 Diferenciacdo implicita e taxas relacionadas . . . . . . . ... ... oL, 103
Fungdes implicitamente definidas; diferenciagdo implicita . . . . . . . ... .. 103
Diferenciagdo logaritmica . . . . . . . . .. ... L L 111
Taxa de variacdorelativa . . . . . . . . . .. ... 116
Taxasrelacionadas . . . . . . . . . ... L L 121
2.5 Derivadas basicas e regras gerais para o cdlculo de derivadas: o que obtivemos até aqui . 126
2.6 O que obtivemos, até aqui, relativamente ao célculo de integrais . . . . . ... ... .. 130

2.7 Atividades adicionais com funcdes elementares: cdlculos de dreas, volumes, comprimen-
tos de curvas, obtencdo da equacdo de uma reta tangente a um grafico, etc. . . . . . . . . 133
2.8 O que vimos, até aqui, em nosso estudo informal de equagdes diferenciais . . . . . . . . 157
3 Conclusao 160
Agradecimentos 160
Peixoto & Oliveira (2025) / Pesquisa e Ensino em Ciéncias Exatas e da Natureza, 9: 166



Um curso basico de matematica para estudantes de graduacao em fisica - Parte II-A

Referéncias 161

Apéndice A: Respostas para as atividades 162

Peixoto & Oliveira (2025) / Pesquisa e Ensino em Ciéncias Exatas e da Natureza, 9: 167



	Introdução
	Cálculo com funções reais de uma variável real: continuando de onde paramos
	Aproximação linear local
	Introduzindo novas funções elementares em nosso estudo de cálculo
	Classificação geral das funções reais de uma variável real
	Funções polinomiais (e casos particulares importantes)
	Funções racionais
	Funções algébricas
	Funções elementares
	Funções não elementares

	Cálculo com funções trigonométricas
	Como calcular a derivada de uma função inversa; a regra da cadeia revisitada
	Cálculo com funções trigonométricas inversas
	Cálculo com funções exponenciais e com funções logarítmicas
	Funções exponenciais
	Funções logarítmicas
	Logaritmos: uma breve revisão
	Funções logarítmicas (continuação)
	Nota sobre ``crescimento exponencial''
	Derivadas e antiderivadas de funções logarítmicas e de funções exponenciais

	Cálculo com funções hiperbólicas e com funções hiperbólicas inversas

	Aproximação linear local com novas funções elementares, e aproximações de ordem superior
	Diferenciação implícita e taxas relacionadas
	Funções implicitamente definidas; diferenciação implícita
	Diferenciação logarítmica
	Taxa de variação relativa
	Taxas relacionadas


	Derivadas básicas e regras gerais para o cálculo de derivadas: o que obtivemos até aqui
	O que obtivemos, até aqui, relativamente ao cálculo de integrais
	Atividades adicionais com funções elementares: cálculos de áreas, volumes, comprimentos de curvas, obtenção da equação de uma reta tangente a um gráfico, etc.
	O que vimos, até aqui, em nosso estudo informal de equações diferenciais

	Conclusão
	Agradecimentos
	Referências
	Apêndice A: Respostas para as atividades

